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Znaceni

X ndhodny vektor modelujici obecnou vysvétlujici proménnou (dimenze p)
Y nahodna veli¢ina modelujici obecnou vysvétlovanou proménnou (hod-
noty 0 a 1 - splaceny uvér a default)
(x,y) realizace (X,Y)
L(X,Y) sdruzené rozdéleni X a Y
L(X) marginalni rozdéleni X
L(Y) marginalni rozdéleni Y
L(X]|Y) podminéné rozdéleni X za predpokladu znalosti Y
L(Y|X) podminéné rozdéleni Y za piedpokladu znalosti X
f(z,y) sdruzena hustota X a Y
f(x) marginalni hustota X
(70, 1) marginalni hustota Y - apriorni pravdépodobnost
f(xly) podminénd hustota X za predpokladu znalosti Y

(po(x), p1(x))

podminénd hustota Y za predpokladu znalosti X - aposteriorni pravdeé-
podobnost

p(x) zjednodusené znaceni pro p;(x)
(X,Y) trénovaci mnozina (dimenze n x (p + 1))
(X, Y)) ndhodny vektor modelujici i-ty z n prvkd trénovaci mnoziny (vybér
z L(X,Y), dimenze p + 1)
i, ;) realizace (X, Y;) (dimenze p + 1)
(X,)) valida¢ni mnozina (dimenze n x (p + 1))
(351,17;) ndhodny vektor modelujici i-ty z n prvka validaéni mnoziny (vybér
z L(X,Y), dimenze p + 1)
(s, 1) realizace (/)\(/1, Y;) (dimenze p + 1)
(co,c1) vektor ztrat (¢; je ztrata plynouci z nespravného zafazeni pozorovani
ve skutecnosti patficiho do tfidy 1)
(wo,w1) rozklad R? (plati-li © € w;, pozorovani je zafazeno do tfidy /)
w vahy
Wo prah
wg’jj,w,‘;zt indexace vah u neuronovych siti
p ratingova funkce zobrazujici R? do {1,2,..., R}
qr predpoklddana odezva pro rating r
n,n, pocet pozorovani valida¢ni mnoziny celkem a pro rating r
q, qGr prameérna odezva valida¢ni mnoziny celkem a pro rating r
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1 Motivace

Statisticky podloZzené klasifika¢ni a skéringové metody se v bankovnictvi pouzivaji (v USA
i v dalsich zemich) jiz po desitky let. Pravé v soucasné dobé vSak jejich vyznam dale
roste. V loniském roce totiz byly vydany nové principy vypoctu kapitdlové primérenosti
(tzv. Basel II), podle nichz bude vyse regulatorniho kapitalu pocitana pravé pomoci téchto
metod.

V této ¢asti jsou uvedeny nékteré priklady vyuziti klasifika¢nich a skoringovych metod
v oblasti bankovnictvi.

Poskytnuti avéru

vvvvvv

prijatého rizika se totiz rozhoduje v ¢ase poskytnuti avéru. Neodhadne-li banka zadatele
spravné, dalsi aktivity umozni pouze snizeni jiz vzniklé ztraty.

Na procesu poskytnuti Gvéru je vhodné ilustrovat nékteré zakladni pojmy véetné téch,
které se vyskytuji v nazvu prace. V pripadé kazdé zadosti o uvér banka vyhodnocuje bonitu
zadatele. Analyzuje pravdépodobnost, ze klient avér nesplati - dojde tedy k tzv. defaultu.
Banka proto pozada klienta o sdéleni nékterych informaci (témi mohou byt napt. vyse pii-
jmu - 20 tisic a bydlisté - Praha). Na jejich zakladé spoc¢ita skore (za pFijem 20, za Prahu 3,
celkem 23 bodi) - proto skdringové metody.

Skére banka porovna s prahem a rozhodne o poskytnuti avéru (prah je 17 bodu, 23 je
vice nez 17, uvér poskytnut bude). Jinou moznosti je urcit pravdépodobnost defaultu a po-
rovnat ho s maximélni pfipustnou pravdépodobnosti (23 bod znamena 4.5 %, coz je méné
nez 6 %, jednd se tedy o piipustné riziko). V obou ptipadech banka timto rozhodnutim
klienta klasifikuje - proto klasifikacni metody.

Rizikové naklady a tvorba cen

Ziska-li klient avér, mél by ho nejen splacet, ale také platit aroky. Jejich vyse zavisi na ri-
ziku. Rizikovy klient bude platit vysoké turoky, bezrizikovy naopak nizké. Banka proto
potfebuje odhadovat vysi rizika.

Dtvodem, pro¢ tomu tak musi byt, je konkurencéni boj. Pokud by néktera banka nabidla
vsem svym zakazniktim stejny trok bez ohledu na riziko, které pro ni predstavuji, mohla
by se konkurence zachovat stejné. Jen by zvysila pozadavky na bonitu zadatele a snizila
aroky. U prvni banky by pak ztstali pouze rizikovéjsi klienti. To by pro ni znamenalo
ztratu. Pokud by se rozhodla tirokovou sazbu zvysit (a tim dosdhnout zisku), situace by se
mohla opakovat.

Analyza a Fizeni portfolia

Banka potiebuje védét, jak se vyviji portfolio jejich tvéra. Méni se? Pokud ano, proc¢? A je
potfeba na situaci néjak reagovat?



Pokud by se napt. u hypoték snizila rizikovost nékterych klient, mohli by prejit ke kon-
kurenci, ktera by jim nabidla nizsi irokové sazby. Proto by banka tuto situaci méla ptred-
vidat a vybranym zakaznikiim snizeni nabidnout sama.

Sekuritizace

Pokud jiz banka portfolio méa, miize ho dale nabidnout na sekundarnim trhu. Jednou z moz-
nosti je emise cennych papirtt podlozenych uvéry. Pro spravné nastaveni parametri téchto
cennych papirti je potifeba odhadnout rizikovost jednotlivych pohledavek i celého prodéava-
ného portfolia.

Vymahani pohledavek

I pfi spravném pouziti klasifika¢nich a skéringovych metod c¢ast klientt avér splacet ne-
bude. Banky proto sahaji k vymahani pohledavek, musi vsak zvolit spravny c¢as a spravny
zpusob. Prilis brzké vymahani pohledavky mize vést ke ztraté klient, jejichz platebni ne-
schopnost je pouze prechodna. Naopak prilisna prodleva muize prinést velkou ztratu. Odhad

vvvvvv

Kapitalova primérenost a interni ratingy

Dulezitou motivaci pro pouzivani klasifika¢nich a skéringovych metod je Basel II ([4]),
dohoda prijata v ¢ervnu 2004. Jedna se o revizi piivodni verze prijaté v roce 1988. Ta
upravovala minimalni kapitalové pozadavky pro mezinarodné ptsobici finan¢ni organizace.
Stanovila, Ze banky musi udrzovat kapital ve vysi 8 % z tzv. rizikové vaZenych aktiv. Vyse
téchto aktiv byla ur¢ovana pevné stanovenymi vahami.

Toto revize méni. V budoucnu bude mozné namisto pevnych vah vyuzivat vahy od-
vozené od externich ratingt (standardizovany pristup). Banky vSak budou moci pouzit
i pristup zaloZeny na internich ratinzich, pii némz je vyse rizikové vazenych aktiv vypoc-
tena pomoci klasifikacnich a skéringovych metod.

Banky se pro novy pfistup nebudou moci rozhodnout samy, vyuziti téchto pokrocilych
metod bude podléhat souhlasu regulatora. Banky budou muset své metody zdokumentovat,
popsat teorii, na které jsou zalozeny, a ovérit predpoklady. Dale budou muset mit takové
mnozstvi dat, které umozni dostatecné presné odhady i validaci ratingovych modelfi.

A pravé témito ukoly se prace zabyva. V druhé ¢asti jsou pfesné zformulovany zatim
jen volné popsané problémy. TTeti ¢ast se zaméifuje na nékteré metody, které se k jejich
feseni vyuzivaji, pfedevsim vsak na jejich pfedpoklady. Ctvrta ¢ast ukazuje, jak je mozné
ratingové modely vytvaret a validovat. V paté c¢asti je popsana prakticka aplikace teore-
tickych poznatki.



2 Formulace problémi

Predpoklada se, ze jsou dana néjaka pozorovant, pro ktera jsou znamy jak jejich znaky, tak
i jejich pfislusnost k pravé jedné z nékolika trid (v této praci k pravé jedné ze dvou tfid).
Na jejich zadkladé maji byt ucinény zévéry o novych pozorovanich se zndmymi znaky, ale
s neznamou tiidou. V této ¢asti je zformulovano, co je to pozorovani a jaké problémy je
mozné Tesit.

Data

Pozorovani se znamou i neznamou tiidou jsou povazovana za realizaci & nahodné veli-
¢iny X. Jde o bod v p-dimenzionalnim vektorovém prostoru. To je prirozené u spojitych
proménnych (piijem, vék), méné u diskrétnich. U ordindlnich znaku se jednotlivé faktory
ptifazuji k nékolika ¢islim (vzdélani: 0 - zékladni, 1 - stFedoskolské, 2 - vysokoskolské),
v jinych ptipadech se znaky kéduji pomoci vice dimenzi (bydlisté: (0, 0) - Praha, (0, 1) -
Cechy, (1, 0) - Morava). Nékteré metody (stromy, loglinedrni modely) pracuji s diskrétnimi
proménnymi piimo, tato prace se vSak zaméfuje na ty, u kterych to mozné neni.

Trida je realizaci y nahodné veliciny Y. V praci se dale uvazuje, ze tato veli¢ina nabyva
pouze dvou hodnot: 0 - splaceny uvér a 1 - default.

Pozorovani se zndmou tiidou tvofi trénovaci mnozinu (X,Y). Jeji prvky jsou znaceny
(X, Y:), jejich realizace pak (x;,y;). Pfedpoklada se, Ze existuje n takovych pozorovani
dohromady formujicich matici dimenze n x (p + 1). Kazdému pozorovani tedy odpovida
jeden tadek.

Na zakladé trénovaci mnoziny lze sestrojit jeden nebo nékolik ratingovych modelt.
Jejich kvalita se hodnoti pomoci validacni mnoZiny podobné mnoziné trénovaci. Znaceni
je odlisené vlnovkou (napf. x; se méni na x;).

Obé mnoziny (trénovaci a valida¢ni) jsou povazovany za vybér z L£(X,Y) (sdruzené
rozdéleni X aY'). Jednotliva pozorovani tedy maji byt nezavisla. To ve skute¢nosti vétsinou
neplati (napi. ekonomicka situace ovliviiuje vice pozorovani podobnym zptsobem). Nékteré
metody (linedrni diskriminac¢ni analyza) zase predpokladaji vybér z £L(X|Y) (podminéné
rozdéleni X za predpokladu znalosti Y') a zndmé apriorni pravdépodobnosti piislusnosti
k jednotlivym tfidam, znacené 7 a ;.

Pravé sbérem dat se oblast bankovnictvi odlisuje od 1ékaistvi, kde se klasifika¢ni a sko-
ringové metody rovnéz casto pouzivaji a mnohé postupy odtud pochéazeji. V obou pripa-
dech je zna¢ny nesoulad mezi velikosti jednotlivych t¥id (je mnohem vice splacenych Gvért
neZ defaultti a mnohem vice zdravych lidi nez pacientt trpici uré¢itou chorobou). Ale za-
timco v 1ékafstvi je drahé a beztcelné shromazdovat data patfici do vétsi t¥idy, banky maji
udaji o splacenych uvérech dostatek.

Naopak “Spatni” zadatelé tvér vétsinou nedostanou, a tak neni znamo, zda by ho
splatili. Timto problémem, ozna¢ovanym jako reject inference, se zabyva [11], str. 181 - 190.
Idealni, ale vétsinou nerealistickou moznosti je nékterym odmitnutym uvér poskytnout.
Jiné varianty (problém ignorovat, povazovat vSechny odmitnuté za defaulty, modelovat
v obou tridach zvlast, extrapolovat) jiz tak dobré nejsou ([11], str. 184).



Tato diplomova prace vsak neni o datech, ale o metodach, modelech a validaci. Proto
se témito zajimavymi problémy témér nezabyva. Ocekava, ze vstupem je trénovaci (a pii-
padné valida¢ni) mnozina neobsahujici nesmyslna pozorovani, se znaky, jejichZ pritomnost
v modelu je potiebna, a se spravnym podilem obou t¥id. Nepopisuje testy schopné odhalit
chyby v datech nebo nepotiebné vysvétlujici proménné.

Na jeden aspekt tykajici se dat se vSak prace zaméruje - na potfebnou velikost trénovaci
a valida¢ni mnoziny. Nelze ale postupovat piimo - bylo by uzitecné védét, ze pii pouziti
logistické regrese a 12 vstupech je potieba napt. 343 pozorovani, ale takové odpoveédi statis-
tika vétsinou nedava. Tato tloha je ovSem Tesitelné i nepfimym zptisobem - prostfednictvim
vlastnosti intervalovych odhad® nékterych statistik. Dva rizné pristupy jsou zminény déle
v této Casti.

Data pro vizualizaci

Skutec¢néd data mivaji dimenzi neumoziujici snadnou vizualizaci. Pro tento ucel jsou tedy
v této a v nasledujici ¢asti pouzita data znazornéna na obrazku 1. Metoda generovani je
popséna v priloze A.1.
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Obrazek 1: Data pro vizualizaci

Ctvrta East se zab§va postupy graficky hodnoticimi ratingové modely bez ohledu na, di-
menzi dat. Proto jsou v ni pro vizualizaci vyuzita realistictéjsi data popsana v ¢asti 5.



Podminéna pravdépodobnost

Prvnim problémem, ktery klasifikacni a skoringové metody fesi, je konstrukce bodovych
a intervalovych odhadi podminéné pravdépodobnosti defaultu. Tato pravdépodobnost je
znaena p(x), nékdy také p(x) (pravdépodobnost spliaceni Gvéru je pak po(x)). Mluvi
se o ni také jako o aposteriorni pravdépodobnosti - vyjadiuje, jaka je pravdépodobnost
defaultu s vyuzitim informace, ktera je o pozorovani znama.

Na obrazku 2 je vidét, jak tento odhad mutze vypadat.

Obrazek 2: Podminéna pravdépodobnost odhadnutd metodou neuronovych siti

Klasifikace

Druhym problémem je klasifikace. Ta se chape jako sestrojeni pravidla, na jehoz zakladé
jsou nova pozorovani fazena do jednotlivych tfid. Geometricky to znamena rozdéleni R?
na dvé podmnoziny wy a wi. Do t¥idy [ je pozorovani zarazeno pravé tehdy, je-li prvkem
mnoziny wj.

Je-li zndméa (¢i odhadnutd) podminéna pravdépodobnost defaultu a je-li cilem mini-
malizace ztraty vzniklé chybnym zarazenim nékterych pozorovani, je klasifikace trivialni
(coz bude nyni ukizano). Je vSak jesté potieba zavést kladné Cisla ¢o a ¢; - ¢ je ztrata
plynouci z nespravného zarazeni pozorovani ve skutecnosti patticiho do t¥idy (. Da se oce-
kévat, Ze ¢; (banka poskytne tvér, ktery nebude spliacen) je mnohem vétsi nez ¢y (banka
neposkytne Gvér a prijde tak o troky).



Podminéné stfedni ztrata (stfedni ztrata plynouci z klasifikace pozorovani patficich
do tfidy 1) je

/ o f (@|l) da

wi—1

(f(x|l) je podminénéd hustota X za predpokladu, Ze Y nabyvéa hodnoty [), nepodminéna
stfedni ztrata pak je

Wo/cof(:c|0)dw+7rl/clf(m|1)dzc.

w1 wo
Cilem je minimalizace stfedni ztraty. Do t¥idy 1 jsou proto zafazena pravé ta pozorovani,
pro které plati
cof(x]0)my < 1 f(x|1)my,

po upravé

fm _ <

f(x|0)m = ¢
Pouzitim Bayesovy véty

_ f(a:al) _ f(m”)ﬂ-l
=@ T )
(f(x,1) je sdruzend hustota (X,Y), f(«) je marginalni hustota X), 1ze pravidlo (1) upravit
na

ni@) < 2)
po(x) = a1
S vyuzitim toho, Ze
p(@) = pi(x) = 1 — po(x),
je mozné pravidlo (2) piepsat do tvaru

Co
co+C1

p(xz) >

(3)

Nyni je jiz vidét souvislost s podminénou pravdépodobnosti - pozorovani lze klasifi-
kovat porovnanim odhadu podminéné pravdépodobnosti p(x) s vyrazem na pravé strané
pravidla (3) (viz obrazek 3). Intervalovy odhad urcuje statistickou vyznamnost klasifikace.
Je-li totiz cy/(co + ¢1) prvkem tohoto intervalu, neni mozné rozhodnout, zda je klasifikace
opodstatnéna.

Stane-li se tak v nadmérné mnoha pripadech, mize to znamenat, Ze trénovaci mnozina
je prilis mala. Toto je tedy prvni z pristupti umoznujicich rozhodnout, zda je k dispozici
dostatecné mnozstvi dat.
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Obréazek 3: Podminéna pravdépodobnost odhadnutéd metodou logistické regrese (pouze je-
den vstup, véetné intervalovych odhad)

Ratingové modely

Tfetim problémem, pfimo vychazejicim z [4], je tvorba ratingovych modeli. Hled4 se
funkce p, kterd bude pozorovanim piitazovat rating - prvek mmnoziny {1,2,..., R}. Po-
zorovani s vyssim ratingem by méla byt kvalitnéjsi, mit mensi pravdépodobnost defaultu.
Navic je nutné, aby ratingova pasma byla dostatecné tzka, nikde by pozorovani nemélo
byt presprilis. Pfi znamyjch pravdépodobnostech defaultu mize postacovat, aby byly ur-
Ceny hranice oddélujici jednotlivé t¥idy (viz obrézek 4). Jsou-li vSak na ratingy kladeny
dalsi pozadavky, je tato tloha komplexnéjsi.

Kvalitu ratingového modelu by mély zhodnotit statistiky vypoctené na zakladé va-
lida¢ni mnoziny. A pravé intervalové odhady téchto statistik vyuziva druhy z pristupt
umoznujicich posuzovat velikost trénovaci a validacni mnoziny. Dat je dostatek, jestlize
tyto intervaly nejsou prilis Siroké.

11
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3 Pouzivané metody

K feseni danych problémi (odhadu podminéné pravdépodobnosti a klasifikaci) lze vyuzit
mnoho riznych metod. Tato prace se soustiedi predevsim na tfi z nich - linearni diskri-
minac¢ni analyzu, logistickou regresi a neuronové sité. Neznamené to, ze by musely byt
(podle nékterého hlediska) lepsi nez jiné. Divodem je jejich rozsifenost v oblasti bankov-
nictvi. V zavéru této ¢asti jsou vsak uvedeny i ne€které z ostatnich metod.

Na Gvod jsou zminény dvé zajimavé vlastnosti. Jedna je pro vSechny tfi popisované
metody spole¢na, druhé je zase charakteristickd jen pro linearni diskriminac¢ni analyzu
a logistickou regresi.

Maximalni vérohodnost

Rizné metody maji riizné predpoklady. Jeden z hlavnich je platnost urcitého modelu s ne-
znamymi parametry. Jednotlivé modely se lisi, t¥i zvolené metody jsou vSak spojeny krité-
riem hodnoticim mozné hodnoty téchto neznamych parametri. Za nejvhodnéjsi jsou pova-
zovany takové hodnoty, které pro danou trénovaci mnozinu maximalizuji sdruzenou hustotu
- jsou tedy maximdlné vérohodné. Jak je tomu v jednom jednoduchém pripade, ukazuje
obrazek 5.

0.4

0.3
|

0.2

0.1

0.0
|

Obrazek 5: Jestlize je pozorovana hodnota jedna, pak nejvérohodnéjsi odhad stfedni hod-
noty vychazi z normalniho rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem
(je-li mozné volit ze t¥1 zobrazenych moznosti).
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Casto se neprovadi maximalizace sdruzené hustoty, ale operace v nékterych piipadech
ekvivalentni - minimalizace tzv. chybové funkce. Tato souvislost bude nyni ukazana pro pfti-
pad normalniho rozdéleni.

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina Y ma podminéné norméalni rozdéleni

L(Yi|X) = N(p(X:),0%),

je sdruzena hustota

Logaritmus tohoto vyrazu ma tvar

—g log(2mo?) — % Z(yz —p(x:))*.

=1

Hleddni maximéalné vérohodného odhadu podminéné stiedni hodnoty tedy dava v tomto
pripadeé stejné vysledky jako minimalizace chybové funkce

n

> (i — pla:))?,

=1

znamé jako soucet ctverci.

Pouziti metody maximalni vérohodnosti ma navic jeden zajimavy disledek. Za obec-
nych predpokladi ([2], str. 157 - 159) jsou ziskané odhady konzistentni a asymptoticky
normalni. Toho lze vyuzit ke konstrukci intervalovych odhadi.

Linearita

Linearni diskriminac¢ni analyza a logisticka regrese se ve svych predpokladech lisi, vysledky
vsak casto davaji podobné. Obé metody totiz oddéluji wy od w; nadrovinou, do tiidy
defaultti tedy zaradi takova pozorovani, pro ktera plati

w’z > w,

vvvvvv

prostiednictvim nelinearnich nadploch.
Tato vlastnost se pfendsi i na ratingy (viz obrazek 6).

3.1 Linearni diskriminac¢ni analyza

V pripadé linearni diskriminacni analyzy se predpokladd, ze podminéné rozdéleni vek-
toru X je normalni s variancni matici nezavisejici na skupiné, tedy ze plati

LIXIY =1)=N,(p, %), >0, 1=0,1.

Déle se ocekava, ze jsou znamé apriorni pravdépodobnosti 7y a 7.
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Linearni diskriminaéni analyza

Logisticka regrese

0.4 0.6 0.8

0.2

SV
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0.6 0i8

0.4

N
s

o
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Neuronova sit
.

0.0

Vahy

T
0.2 0.4 0.6 0.8

S
1.0 0.0

T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8

Obrazek 6: Ratingy vytvorené riznymi metodami.

Hustota norméalniho rozdéleni je

Fall) = @n) 7SV exp (—

Vyraz na levé strané pravidla (1) mé tvar

fl[)m

(z —p)"S " (z — u;)) _

(2m) 72|52 exp (— (@ — 1) "D @ — )/ 2)

f(z|0)mo

Logaritmovanim, zkracenim a apravou se dostava

log

fm

exp (_(5'3 - Nl)Tz_l(w — 1)/ 2) 1

f(]0) mo

exp (—(zc — 1) TE (& — po)/ 2) To
(x — Nl)Tzfl(w — ) — (T — No)Tzfl(w

(2m) PRSP exp (—(@ — 1) (@ — )/ 2) T

= (py — po) ' E @ —

B IJ’O) 4 log ﬂ
2 U
2 e B 2 8 - By log ™
2 0
TE_l _ Tz—l
M 1 Ho Ho +logﬂ (4)
2 0

Bude-li z n pozorovani trénovaci mnoziny pattit do [-té t¥idy praveé n; z nich, lze apriorni

pravdépodobnosti odhadnout podilem

~ ny
T = —,
n

dalsi odhady se ziskaji metodou maximalni vérohodnosti ([3], str. 67 - 70, 219)



> = L (Z(CBZ — o) (s — )" + Z(mz — ) (i — ﬁl)T> :

n

Pro vypocet skére se odhadnou vahy

odhad prahu je
TS A TS A
N R U T2
Wy = 5

(vyraz z pravé strany pravidla (1) musi byt také zlogaritmovan).

—logA—l—i-log—
0

T Co
T C1

Podminéna pravdépodobnost

Podle (4) plati

@) flel)m
1—p(x)  f(z|0)m
Tento vzorec umoznuje vypocet konzistentnich bodovych odhad podminéné pravdépo-

dobnosti, analyticky vztah pro intervalové odhady vsSak v literatufe popsan neni. Je ale
mozné vyuzit metodu bootstrapu (viz ¢ast 4.5).

+ log —

B E Ty - T i
2 0 ’

= exp ((m — ) T

Predpoklady metody
Mezi predpoklady linearni diskriminacni analyzy patii:
e znalost apriornich pravdépodobnosti,
e nezavislost jednotlivych pozorovani,
e normalita dat,
e shoda varian¢nich matic z obou t¥id (homoskedasticita).
Specifické jsou predevsim posledni dva body, proto jsou zde uvedeny nékteré testy

schopné tyto predpoklady ovérit. Jsou zminény také mozné reakce na problémy, i kdyz

vvvvvv

Normalita je ovéfitelna prostrednictvim sikmosti a Spicatosti. Pokud se definuji statis-

tiky
1 ~TS L _\3
Ap = n_z2 Z Z ((ccz ) Y (i — Mz)) , 1=0,1

yi=l yi/:l

~-1

1 . . 2
by = oo (@ = B8 (@~ )L 1=0.1
Y=l

16



(f]l je maximélné vérohodny odhad varianéni matice v I-té t¥idé€) a pokud se predpoklada
normalni model s riznymi varianénimi maticemi, tedy £(X|Y = 1) = N,y(pu;, %)), pak
asymptoticky plati ([12], str. 173)

ny
Eal,p ~ X?b l = 07 17

kde d = p(p+1)(p +2)/6, a

b PP +2) N1 101
V@&/m)p(p +2) 1) ’

Za predpokladu normality v obou modelech zaroven déle plati (rovnéz [12], str. 173)

o T
o Qo T g X34
(no/n)bop + (n1/n)b1, — p(p +2)
(8/n)p(p +2)
I kdyz tento predpoklad splnén neni, je mozné normality dosdhnout zobecnénou Box-
Coxovou transformaci ([12], str. 178 - 180). Matice X je nahrazena transformovanou matici
s prvky

~ N(0,1).

T

) _ { (@) = 1)/Nj, A #£0,
K log z;;, A =0.
Vektor A je povazovan za dalsi parametr a je odhadovan (spolu s vektory stfednich hodnot
a varian¢éni matici) metodou maximalni vérohodnosti.

Pro test homoskedasticity se ocekava, ze podminéné rozdéleni je skutecné normaélni,
tedy L(X|Y =1) = N,(p;, ;). Za predpokladu shody varian¢nich matic (£ = ;) plati
([12], str. 174 - 175)

ng log @ +n; log |E]_| ~ Xp(p+1)/2-
|20 P

V pripadé heteroskedasticity je mozné ziustat u modelu s podminénymi rozdélenimi
L(X|Y =1) = Ny(p;, X)) a pouzit dale popsanou kvadratickou diskrimina¢ni analyzu.
Linearni diskriminace zaloZena na maximalizaci separace
Kazdé linearni diskriminac¢ni pravidlo méa tvar

T
w' x> wy,, w#DO0,

kde w jsou vahy provadéjici projekci prostoru R? na piimku. Zajimavym piistupem ne-
zalozenym na predpokladu normality je hledani takovych vah, které na této primce ma-
ximalizuji vzdéalenost mezi priméry jednotlivych tiid a zaroven minimalizuji vnitrotiidni
variabilitu. To znamend, Ze maximalizuji pomér (nezavisejici na velikosti w)

(wTﬁ1 - ’wTﬁo)z
wlYw

Y
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po upravée
w’ (i, — o) (B — 1p)"w
wl Sw .
Maximum se nalezne, kdyz se tento pomér zderivuje a polozi roven nule. Musi platit
(matici dimenze 1 x 1 lze povazovat za skalar)

W S 2(f, — fig) (i — Fio)"w — (7, — fig) (B, — Fig)"w 25w

(wT Sw)?

Y

po upravée

W' Sw (fiy — Fo) (Fy — Ho)'w = w'(fiy — Fo) (Fy — Fl)'w Tw.

ProtoZe zajimavy je pouze smér, lze vynechat virazy w’Sw, (fi, — fig) w a w’(fi, —

o) (1 — po)w. Optimélni vahy jsou tedy feSenim rovnice
By — By = Zw
a shoduji se s vyrazem (5), odvozenym za predpokladu normality.
Tato metoda neptredpokladéa o rozdéleni viibec nic. Je zaloZzena na odhadech stfednich
hodnot a (shodné) varian¢éni matice, dava tedy optimalni linedrni diskrimina¢ni pravidlo

pro libovolné rozdéleni popsané prvnimi dvéma momenty. Urcit prah a podminénou prav-
dépodobnost vsak bez dalsich pfedpokladi mozné neni.

Piibuzné metody

Metody pribuzné linearni diskriminacni analyze predpokladaji jiny tvar varian¢ni matice.
Riizné varianty ukazuje obrazek 7.

Linearni diskriminaéni analyza Kvadraticka diskriminacni analyza Jednotkova varianéni matice
o] N B > o_| N ¥ = o] N B >
- : @ Splaceny uvér - - . | ® Splaceny aver - . ‘| @ Splaceny tvér
* B Default B Default B Default
o1 . S @
o * o P o ol XK
phl*‘i . ::,:«{«ﬂ . bl ,&,x«l,,* )
o | o | o o | o K e
=) * R =} *m w o R
=_| ’ = ’ =_| ’
o * k" o * . *‘ o * " k*
a | T e N . a| T e DR o e P e .
o RN T ° N T o e LT
o . * o i o o P - :
S s S
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Obrazek 7: Oblasti se stejnou hustotou, riizné metody.

V pripadé kvadratické diskriminacni analyzy se predpokladé, ze podminéna rozdéleni
maji odlisSnou varian¢ni matici, tedy

LIXY =1)=Ny(p, ), 1=0,1.
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Tato metoda je vhodna zvlasté v situaci, kdy byla zamitnuta hypotéza o homoskedasticite.
Nevyhodou je nutnost odhadovat vice parametrii. Navic mnoziny wgy a w; nejsou oddéleny
nadrovinou, ale kvadratickou nadplochou.

Pfi nedostatku dat mize byt naopak problém odhadovat parametry (spolené) matice
a je vhodné kovarianc¢ni strukturu zanedbat uplné. V tom ptipadé se pouzije model

LIX|Y =1) = Ny(m,0°I,), 1=0,1.

Data je vSak potieba standardizovat - transformovat je takovym zpiisobem, aby rozptyl
vsech slozek vektoru X byl pfiblizné stejny.

Kompromisem mezi jednotlivymi metodami miize byt regularizovana diskriminacni ana-
Iyza ([12], str. 144 - 152). V prvni fazi se za varian¢ni matici voli

(1=N(u =1+ An—2)%
1-=XNm—-1)+AXn-2) ~

SN = Ael0,1], 1=0,1.

Extrémni pripady tedy znamenaji linearni a kvadratickou diskrimina¢ni analyzu. V druhé
fazi se ptida druhy parametr v a dostane se

“ tr 35, (\)

ilO‘aV) = (1 - 7)210‘) +7 Ip’ Ay € [Ov 1]’ [=0,1.

Parametry \ a v se hledaji tak, aby ztrata vznikla chybnou klasifikaci trénovacich dat byla
co nejmensi.

3.2 Logisticka regrese

V piipadé logistickd regrese se predpoklada, ze podminénéd pravdépodobnost p(x) zavisi
na X prostrednictvim logistické funkce. Plati tedy

ple) = pla) = o 2]
wl@) = 1p(@) = oo s ()

kde w € RP? jsou (neznamé) vahy.

Vahy

Skére w x 1ze pouzit ke klasifikaci piimo. Plati totiz

exp(w’x)
pi(x)  pl®)  1+exp(wlz) exo(w!
@)~ T-p@) r v

1 + exp(wTx)
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Pravidlo (2) je tedy v pfipadé logistické regrese ekvivalentni s nerovnosti

&
w’x > log 2,
C1

Vahy w se odhaduji metodou maximalni vérohodnosti. Sdruzena hustota (zavisla na va-
hach a proto znacenéd L, (w)) vybéru (X,Y) ma tvar

n n

Lo(w) = [ ] f(2i, yilw) = Hf(yi!wi,w)f(wi) = [T (1 = pla)' " f ().

i=1 =1

Jeji logaritmus (znaceny [,,(w)) je
In(w) = log(Ln(w))

=2 (wlo(p() + (1= o) log(1 = p(e) + log( (@)
- Z(yz g 25 tog(1 ~ p(a) + los(f(w))

— Z (yz w'z; —log(1 + exp(w’x;)) + log(f(wi))>-

Po zderivovani plati

n

ol, T,
d, (w) = Z(yﬁ Tij 7 ixs)fszwa;;i)%‘j> = Z(yz Tij — p(fci)fij)’

=1

vektorové 51
a—QZ(w) = X7y —x"px).

Maximalné vérohodny odhad w tedy spliiuje tzv. vérohodnostni rovnici

Xw)
ATy = x7 _OPAD)
Y T ep(w)

Pro intervalové odhady je dale potteba druha derivace

921, 9 ( exp(w’ ;) )
xij

w) = —
ow;0wj: — Owy \ 1+ exp(w’x;)

= exp(w’x)

1 + exp(w'x))

= — Zp (@:)( ;)i g,
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vektoroveé
0?1,
Jwow™
Za obecnych pfedpokladi metody maximalni vérodnosti 1ze pomoci druhé derivace
logaritmu sdruzené hustoty zkonstruovat intervalové odhady vah ([2], str. 118 - 119, 157 -
159). Asymptopicky plati

(w) = —X7T diag{p(z;)(1 — p(x;)), i =1,...,n}X.

W~ N(w,E(X" diag{p(z,)(1 - p(zi)), i=1,...,n}X)7").
Po dosazeni odhadii podminéné pravdépodobnosti se dostane

var(@) = (X7 diag{p(a:) (1 — pla)), i =1,...,n}x)"". (8)

Hledani optimalnich vah

Vahy se hledaji numerickym fesenim vérohodnostni rovnice (7). K tomuto tucelu se vyuzije

Taylortiiv rozvoj logaritmu sdruZzené hustoty (w; znaci aproximaci odhadu vah z t-tého
kroku)

A~ -~

(W) = 1, (W) + U, (W) (W — W) + = (W — ) (W) (W — W)

DN | —

Tento vyraz se zderivuje
(W) = 1, (W) + I (we) (W — w,)
a pro ziskani maxima kvadratické funkce (tedy nasledujici aproximace) se hleda jeho kofen

Ly (We) + 1y (W) (W1 — W) =0,

L (W) (W1 — W) = —1, (wy),

Wiy = Wy — (I (W), (W)

Dosadi-li se do tohoto vztahu diive odvozené vysledky, je mozné zformulovat nasledujici
algoritmus.

1. Zvol wq a poloz t := 0.
2. Vypoéti pro i =1,...,n vyraz p;(x;)

eXP("TJtTCUi)

Dr ;) .— — .
) = T @l )

3. Vypocti vyraz w1,

W1 = Wy + (XT diag{pi(z;)(1 — pe(x:)), 1=1,... »n}X)_l
XT(Y —vect{py(x;), i=1,...,n}).

4. Jsou-li w; a w,; dostatecné blizko, skonci. Jinak poloz t := ¢t+1 a pokracuj krokem 2.

21



Podminéna pravdépodobnost

Konzistentni bodové odhady se dostanou ptimo z (6). Pro odvozeni intervalovych odhadi
je mozné pouzit delta metodu ([7], str. 313 - 315), podle které (pfiblizné) plati

e = (22 pte) ) var@) (22 pte)) ) )

Vypocte-li se tedy derivace podminéné pravdépodobnosti

@(m w) = 0 exp(w’x) __ exp(w’z) A
ow; " Ow; \1+exp(wlx)) (1 +exp(wTz))2™’

= p(iB, w)(l - p(iL‘, w))xj,

ziska se rozptyl odhadu
var(p(z)) = (p(x))*(1 — pla))*=" var(w) z.
Alternativou k delta metodé je metoda bootstrapu (viz ¢ast 4.5).

Predpoklady metody

Klicovym predpokladem metody je, ze logaritmus poméru hustot je linearni funkci pozo-
rovani . Plati totiz

po(x)
(tento zépis je ekvivalentni s (6)). Toto spliiuje libovolné rozdéleni exponencidalniho typu
s disperznim parametrem nezavislym na tfidé. Jeho hustotu lze zapsat ve tvaru

lo i) _ w!x (10)

p(x) = eXp(Ole —A(0)) + B(x)), =01

(0, je parametr urcujici konkrétni tvar distribu¢ni funkce - prvni derivace funkce A v tomto
bodé je stfedni hodnota a druhda derivace je rozptyl). Logaritmus poméru hustot je

o pi(x) _ — 0 — o
lgpo(a:) (61— 06y) (A(01) — A(6y)).

Do této rodiny patii mnoho rozdéleni véetné norméalniho (se spoleénou varianéni matici),
alternativniho a Poissonova.

Tento predpoklad je velmi obecny (obrazek 8 ukazuje, jak se da chapat geometricky) a
zpravidla nebyva ovérovan zadnym testem. Vhodnéjsi je zhodnotit kvalitu modelu.

Déle se predpokladd, ze vybér je skutecné z £(X,Y), to vSak neni nijak omezujici. Jak
je popséano v [12], str. 259 - 263, pfi vybéru z L(X|Y) sta¢i metodu mirné modifikovat.
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Obrazek 8: Podminéna pravdépodobnost odhadnutd metodou logistické regrese

Vztah k linearni diskriminac¢ni analyze

Vzorce (4) a (10) ukazuji, Ze pro normalni rozdéleni davaji obé metody stejné vysledky.
V [12], str. 276 - 279, se uvadi, Ze linedrni diskrimina¢ni analyza je v pfipadé normality
asymptopicky eficientni, logistickd regrese je zase robustnéjsi. Zajimavéjsi je vSak moznost
zobecnéni metody. Piestoze to nebylo explicitné zminéno, v piipadé logistické regrese tréno-
vaci mnozina zpravidla obsahuje sloupec jednicek a tim je umoznén odhad tzv. absolutniho
clenu, ktery se stava soucasti prahu. Metodu lze podobnym zptisobem zobecnit pridanim
dalsich regresort (interakci, vyssich mocnin), coz u linearni diskrimina¢ni analyzy piilis
obvyklé neni. U ni je zase mozné prejit k obecnéjsimu tvaru varianéni matice.

Pribuzné metody

Logisticka regrese transformuje linearni kombinaci vstup logistickou funkci. Pfedpoklada
se tedy
exp(w’x)

p(z) =

1 —exp(wTx)’

Probitovy model ke stejnému tcelu vyuziva distribuéni funkci normélniho rozdéleni (zna-
¢enou ¢). Ocekava, Ze plati
p(@) = p(w" x).

Log-log model predpoklada
p(x) = exp(—exp(—w'x)).
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Logisticka regrese je nejlépe interpretovatelna. Porovna-li se pomér hustot pro rtizné
vstupy (e; je j-ty ¢len baze prostoru RP)

pi(z+e;)

po(x+e;)  exp(w’(z+e;) .
p1(x)  exp(wTz) = exp(wy),
po(x)

zjistuje se, Ze exponencidla j-té slozky vektoru vah vyjadfuje, kolikrat se zvétsi pomér
pravdépodobnosti defaultu a pravdépodobnosti splaceni tvéru pii jednotkové zméné j-tého
vstupu.

V kontextu zobecnénych linearnich modeli (jejichZ specidlnimi ptipady vSechny tyto
metody jsou) se navic ukazuje, Ze pouze u logistické regrese ma vérohodnostni rovnice
zarucené jednoznacné feseni. Bez specidlniho dtivodu je proto nejlepsi pouzit ji. Jak ukazuje
obrazek 9, vyhodou log-logu muze byt jeho nesymetri¢nost.

Logisticka funkce Normalni rozdéleni Log-log

Obrazek 9: Rlizné funkce podobné logistické.

3.3 Neuronové sité

V pripadé neuronovych siti se predpoklada, ze podminénou pravdépodobnost lze vyjadrit

ve tvaru
p(x) = <w;;§;t + wat < wi + Z w )) , (11)

kde f; a fs znaci logistickou funkci

fil@) = fola) = —2PE)

1+ exp(x)

a w (neznamé) vahy.

Funkce f; ztransformuje rtizné linearni kombinace vstupt z; a tim vytvoii nové vstupy
(tzv. skryté uzly) ve skryté vrstvé. Ty se opét zkombinuji a prostfednictvim funkce fo
ztransformuji. Tyto t¥i vrstvy (vstupni, skrytd a vystupni) spole¢né dokézi aproximovat
i nelinearni zobrazeni.
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Chybové funkce

Podobné jako u ostatnich metod se i v pfipadé neuronovych siti vyuziva metoda maxi-
malni vérohodnosti, respektive Casto ekvivalentni minimalizace chybové funkce. Jednou

z moznosti je soucet ¢tvercl
n

By =) (v —p(x))’,

i=1
ktery vsak znamena hleddni maximalné vérohodného odhadu pro pripad normalniho roz-
déleni (jak je ukdzano v tvodu této Casti), coz pro klasifikaci nemusi byt vhodné. Nahodna
veli¢ina Y totiz nabyva pouze hodnot 0 a 1, a tak je vice opodstatnéné vyjit (podobné jako
u logistické regrese) z predpokladu

L(Y:]|X;) = alt(p(X,)).

Sdruzené hustota je
n

[T et (1 — pla)) .

i=1
Po zlogaritmovani se dostava logaritmicka vérohodnost

n

> (v log(p(@:) + (1 — i) log(1 — p(a))

i=1
a druhd chybova funkce (nazyvana entropie)

n

By ==Y (uilog(p(:)) + (1 = ) log(1 — p(x1))). (12)

=1

Vyrazné vylepseni metody predstavuje pridani reqularizacniho parametru \. Jeho tce-
lem je omezit velikost vah. Logisticka funkce totiz dobfe rozlisuje pouze hodnoty v blizkosti
nuly, v pfipadé piilis velkych parametri vystup témér nezavisi na vstupech (viz obréazek 9).
Zaroven se takto zamezuje jevu oznacovanému jako overfitting - situaci, kdy se neuronova
sit prilis§ prizptsobi trénovaci mnoziné. To ukazuje obrazek 10. Budou-li vstupy srovnatelné
velké (toho lze dosahnout standardizaci), lze tedy zavést dalsi chybové funkce

E3 = E1+)\||’LO||2

E4 = E2 +)\H’UJH2
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Obrazek 10: Spojita vysvétlovand proménna y odhadovand neuronovou siti - s rtznymi
hodnotami parametru A, vzdy pétkrat.

Hledani optimalnich vah

Optimalni vahy se hledaji iterativné. Nahodné se zvoli pocatecni feseni, které se v dalsich
krocich upravuje tak, aby se snizovala hodnota chybové funkce. Jak je uvedeno u ob-
razku 11, vétsina minimalizacnich algoritmid ocekava znalost prvni, pripadné i druhé de-
rivace chybové funkce. V této praci byla pfi implementaci pouzita funkce [15], nnet, a ji
vyuzivany algoritmus BFGS (popsany v [16], str. 344 - 345, nebo v [5], str. 287 - 289), zalo-
zeny na Newtonové metodé, vyzadujici vSak znalost pouze prvni derivace. Jednou z piicin
uspésnosti neuronovych siti je pravé jednoduchy zptisob vypoctu derivace chybové funkce
a ten bude nyni popsan.

Nejdriive je zobecnéno znaceni. Vstupy kazdé vrstvy jsou linedrni kombinaci vystupt
vrstvy predchozi, vystupy dané vrstvy se ziskaji transformaci vstupii. Tedy skutec¢né vstupy
se 1dentickou funkci ztransformuji na vystupy vstupni vrstvy. Jejich linearni kombinace jsou
pak vstupy vrstvy skryté a logistickou transformaci se ziskaji vystupy této vrstvy. Podobneé
se postup opakuje u vrstvy vystupni. Vstupy jsou znaceny z;, vystupy z;, transformacni
funkce g;, vahy w!. Tedy

5 =gi(z), z=)Y wZ
i—j

Symbol i — j znamena s¢itani pres vSechny vhodné kombinace.
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Obréazek 11: Gradientni metoda postupuje “do kopce” - ve sméru prvni derivace. Newto-
nova metoda jde “pfimo na vrchol” - do stfedu elipsoidu vytvofeného pomoci prvnich dvou
derivaci.

Hledaji se derivace podle jednotlivych vah (9E/dw?). Ty lze formalné rozepsat

OE OFE 0z; O0F._
ow! 0z; ow! 0z;

Konkrétnéji (pro jednotlivé vahy ze vzorce (11))

oF OE _
_— 7
Dt Dzgus

OF oF _ OF 0zout OZp,, ~ OE  .100n, ~
— = 5 Zin; = — Zin, = wy Zin - (13)
ow,r  Ozn, 7 Ozow Oz, Ozpy, 7 Ozows "* Ozp,

Diky (13) se tento algoritmus nazyva back-propagation. Je-li totiz zndma derivace chybové
funkce podle vstupu vystupni vrstvy, urc¢i se z ni derivace podle vstupt vrstvy skryté.
Navic je jeSté nutné nalézt derivace transformacnich funkci. Plati

2 gty - 2 (722l ) _ i)l rewio)) - opta)epte
O 0z \ 1+ exp(z) (1 + exp())?
_ exp(x) 1
1+ exp(:v) 1+ exp(x)

= 9(x)(1 - g(x)). (14)
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Posledni véc, kterou je tfeba odvodit, je derivace podle vstupu vystupni vrstvy. Zde jiz
zéalezi na konkrétni chybové funkci. Pro prvni plati

aaE - aa (3%. —Wi))?) =2 (v —p<wi>>8zimp<wi>

=2 Zp(a:z)(l — p(@:)(p(x:) — yi) (15)

(posledni tprava vychazi z (14)), pro druhou pak

azout azout

ot _ 9 (‘Z(yz- log(p(:)) + (1 — ;) log(1 _p("”i))>>

=1

mz) aZout a 1—- p(mz) aZout

— Z(— Yi p(x;)(1 — p(x;)) + ip(wz)(l — p(wz)))

—\ p(xi) 1 —p(z;)
- Z(—y + yip(x;) + p(a;) — yip(wi)) = Z(p(wi) — Yi). (16)

Protoze wZ’fO a w;’gt ze vzorce (11) lze povazovat za vahy vstupu 1 (jak je to obvyklé

u regrese), jsou jiz odvozeny viechny vztahy potiebné k vipoctu OE; /0w a 0E,/0w].
U chybovych funkci F5 a E4 jsou pouze pridany nasobky druhych mocnin vSech parametri,
to v pripadé derivace znamena piicteni vyrazu 2)\wf .

Nyni uz je mozné zformulovat algoritmus pro hledani optimalnich parametri.

1. Nahodné zvol pocatecni hodnoty vah.

2. Na zakladé vstupt a aktualnich vah spocitej vstupy a vystupy vSech vrstev, porov-
nanim spoctenych a zadanych vystupt dale urc¢i hodnotu chybové funkce.

3. Je-li chyba dostatecné “mald” (od posledniho kroku se témét nesnizila), skonéi. Jinak
spocitej hodnoty derivace chybové funkce podle aktualnich vah a jejich pouzitim
v néjaké optimalizacni metodé urc¢i nové vahy. Pokracuj bodem 2.

Dalsi problémy pii konstrukci neuronové sité

Drive nez se zac¢nou hledat optimalni vahy, je nutné urcit konkrétni hodnoty dvou pa-
rametrii - pocet skrytych uzli K a regulariza¢ni parametr \. Jednou z moznosti je vy-
uzit tzv. bayesovsky pristup ([5], str. 385 - 439), ktery predstavuje alternativu k metodé
maximalni vérohodnosti a umoziuje srovnavat rtizné modely na zakladé pouze trénovaci
mnoziny. V této préaci byla pfi implementaci pouzita metoda bootstrapu (viz ¢ast 4.5).

28



Af uz se modely porovnavaji jakkoliv, je nutné védét, jaké hodnoty vyzkouset. Podle
[16], str. 163 - 164, by se A mélo pohybovat mezi 0.001 - 0.1 (jsou-li vSechny vstupy
znormovény do intervalu [0, 1]). Podobné doporuéeni pro pocet skrytych uzli se v [16] ani
v [5] nenachazi, ale ve vétsiné ptikladu jich bylo mezi 2 a 10.

Dalsi zajimavou variantou je Uprava algoritmu hledajicitho optiméalni vahy. Uvedena
ddvkova verze vyuzivala v kazdé iteraci vSechny prvky trénovaci mnoziny. Misto toho je
mozné pouzit v kazdém kroku pouze jedno pozorovani (online verze) - v (15) a (16) se tedy
nebude scitat.

Podminéna pravdépodobnost

Bodovy odhad se ziskd pfimym dosazenim nalezenych vah do vzorce (11). Pro intervalové
odhady se podle [6] daji pouZit t¥i rizné postupy - delta metoda, metoda bootstrapu (viz
¢ast 4.5) a bayesovsky pristup.

Delta metody vychézi, podobné jako v piipadé logistické regrese, ze vzorce (9). Stejnym
zptsobem se vypocte i rozptyl vah - pouzije se inverze druhé derivace chybové funkce. Ta se
ur¢i myslenkové podobnym zpisobem jako derivace prvni (technicky ale mnohem naroc¢néji
- viz [16], 151 - 153). Vzorce se vSak téméf nemusi upravovat pii vypoctu derivace podmi-
néné pravdépodobnosti - jen misto derivace chybové funkce podle vstupu vystupni vrstvy
se dosadi p(x)(1 — p(x)) (derivace podminéné pravdépodobnosti podle vstupu vystupni
vrstvy).

Bayesovské intervaly jsou zaloZeny na pristupu odlisném od metody maximalni véro-
hodnosti. Bayesovsky pristup nevychazi pouze z trénovaci mnoziny, ale vyuziva ji spolecné
s predpokladanou distribuci apriornich pravdépodobnosti k odvozeni distribuce aposterior-
nich pravdépodobnosti. Tim se automaticky ziskavaji odhady nejen bodové, ale i interva-
lové. Podle [6] se vSak tyto distribuce musi aproximovat a odvozené konfidencni intervaly
jsou proto prilis nepiesné.

Predpoklady metody

Jak bude nyni ukdzéno, neuronové sité (alespon teoreticky) nepfedpokladaji téméf nic.
Neuronové sité s kone¢nym poc¢tem skrytych uzli totiz maji schopnost stejnomérné aproxi-
movat (na kompaktni mnozing) libovolnou spojitou funkci. Ur¢ité se ale nejedna o formalni
dikaz, ten lze nalézt napf. v [16], str. 173 - 176.

Vychazi se z véty znamé z teorie Fourierovych rad, kterd fika, ze kazdou spojitou
funkei f, zobrazujici interval [0, 7] do R, lze stejnomérné aproximovat trigonometrickym
polynomem

K
T(x) = Zak cos(kz), ar € R,K €N,
k=0

tak, ze pro libovolné kladné (pfedem zvolené) e plati

|T(x) — f(x)| <e, Vzel0,n].
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1. Kazdou spojitou funkci f : [0, 7] — R je moZné stejnomérné aproximovat trigonome-
trickym polynomem obsahujicim kone¢né mnoho clenti.

2. Kazdou spojitou funkci f : [0, 7]? — R lze postupné rozepsat

K1

fz1,20,...,2p) = Z fi(za, z3, ..., x,) cos(kyxy)
k=1
K1 K

= Z Z fo(xs, x4, ..., x,) cos(kixq) cos(kazs)
k1=1 kp=1

na soucet konec¢ného poctu soucinti ve tvaru
P
H cos(kjx;).
Jj=1

3. Kazdy z téchto soucini muze byt opakovanym pouzitim vzorce

cos(z +y) + cos(z — y)
2

rozepsan na soucet konecného poctu clenti ve tvaru

4. Funkeci cos(z) 1ze stejnomérné aproximovat schodovitou funkei.

cos(x) cos(y) =

5. Schodovitou funkci je mozné stejnomérné aproximovat souc¢tem konecného poctu
logistickych funkci.

6. Kazdou spojitou funkci f : M — R, kde M je kompaktni podmnozina RP, lze spo-
jité rozsifit na néjaky (mnohorozmérny) interval. Funkci f je dale moZné rozlozit
na funkei provadéjici linearni transformaci tohoto intervalu na interval [0, 7T]p a na ji-
nou funkci f tam definovanou. Pouzitim predchozich krokt pak lze funkci f a tedy
i funkci f stejnomérné aproximovat souc¢tem konecného poctu logistickych funkci.

7. Logisticka funkce ve vystupni vrstvé zobrazuje R na interval (0,1). To znamen4, Ze
libovolnou funkci ve tvaru f: M — (0,1), kde M je kompaktni podmnoZina R?, lze
stejnomérné aproximovat neuronovou siti.

Tento postup nabizi teoretické zdtvodnéni funkénosti neuronovych siti. Netikd vsak,
jakého mmozstvi skrytych uzli je potieba, ani jaké vlastnosti ma neuronova sit s niz$im
poctem skrytych uzli.
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Vztah k logistické regresi

Neuronové sité lze povazovat za prirozené rozsifeni logistické regrese. Nebo naopak - logis-
ticka regrese je specialnim pripadem neuronovych siti. Jak je uvedeno v dal$im odstavci,
neuronové sité nemusi mit skrytou vrstvu zrovna jednu. Logisticka regrese je neuronovou
siti bez skryté vrstvy. Ale praveé opakované vyuziti logistické funkce dava neuronovym sitim
moznost aproximovat i takova zobrazeni, pro kterad linearni metody vhodné nejsou.

Piibuzné metody

Dosavadni vyklad vychazel z urcitého zjednoduseni. Zabyval se pouze jednou z mnoha moz-
nych architektur neuronovych siti. Za metody pfibuzné lze tedy pokladat takové varianty,
které vyuzivaji jiny pocet skrytych vrstev, spojeni preskakujici vrstvy (vstupem vystupni
vrstvy je pak linearni kombinace obsahujici navic skuteéné vstupy - jednotlivé znaky ),
nebo jinou transformacni funkci.

Je-li touto funkci ve vystupni vrstvé identita, pak neuronova sit aproximuje libovolny
vystup (coz se nehodi ke klasifikaci, ale jinak je tato architektura stejné tak dilezita jako
ta, kterou se prace zabyva). Ve skryté vrstvé mize byt zase jako transformacni funkce
pouzit hyperbolicky tangens

exp(z) — exp(—7)
exp(x) + exp(—x)’

f(z) = tanh(x) =

ktery podle [5], str. 127, nezlepSuje aproximacni schopnosti metody, ale ¢asto zrychluje
konvergenci. SpiSe historickou moznosti je prahova funkce

f($) = I{m>0}7

jejiz nevyhodou je nespojita derivace.

3.4 Jiné metody

Nyni bude stru¢né zminéno nékolik dalsich metod vyuzitelnych pro klasifikaci.

Stromy

Jak uz napovida nazev, tato metoda vytvari klasifikacni pravidla majici atraktivni podobu
stromu (viz obrézek 12). Podle hodnoty nékteré proménné se prostor vSech moznych pozo-
rovani déli na dvé ¢asti. Opakovanim tohoto postupu vznikne velké mnozstvi podmnozin -
listi vzniklého stromu. Pro kazdy list se odhadne podminéna pravdépodobnost a v souladu
s pravidlem (3) se klasifikuje.

Vyhodou je prirozeny pristup k diskrétnim proménnym. Pti konstrukei stromu nejsou
prevadény na spojité, ale jsou pouzity primo.
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x.1>=0.3025
|

x.2>=(.3325 X.2< 0.5996

x.1>=0.4109 X.1< (.6063

X.2< (.6612

Obrazek 12: Klasifikace pomoci jednoduchého stromu

Kritériem pro hodnoceni kvality stromu je (vaZeny) index necistoty. Ten lze (pro jed-
notlivé listy) urcit jako ztratu vzniklou chybnou klasifikaci, tedy

min{co%g, 01%1},

kde 7; jsou odhady vypoctené z prvku trénovaci mnoziny, které spadaji pod dany list.
Vlastni konstrukce stromu muize probihat tim zpiisobem, zZe se listy pridavaji tak dlouho,

dokud index necistoty klesa dostatecné rychle. Jinou variantou je nejdiive vytvorit obrovsky

strom a ten “profezat” - odstranit ty casti, které index necistoty dostatecné nesnizuji.
Dalsi podrobnosti lze nalézt v [9], str. 61 - 78.

Jadrova metoda a metoda nejbliZsich sousedu

Jak jadrova metoda, tak i metoda nejblizsich sousedit vytvaii “lokalni modely”, pfi od-
hadech pravdépodobnosti pro urcity bod R? kladouci diiraz na takové prvky trénovaci
mnoziny, které jsou v urc¢itém smyslu blizko.

V piipadé jadrové metody se odhaduji podminéné hustoty f(x|y) a z téch se (podle Ba-
yesovy véty) vypoctou aposteriorni pravdépodobnosti. K odhadu se vyuziva jadrova funkce
(kernel function) K, na jejiz hodnotu maji vliv pfedev§im blizka pozorovani (z trénovaci
mnoziny). Odhad podminénych hustot je

-~ 1
=0)=—> K(z,x;), 1=01,
flaly=0)= -3 K@)

yi=l
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kde n; je pocet pozorovani v I-té t¥idé. Castou volbou je Gaussovské jadro s odhady

~ 1 (x — ;) H Yz — ;)
el =0 = s 2o ( ] =0

(je vSak jesté tieba urcit matici H).

Pomoci metody nejblizsich sousedti se aposteriorni pravdépodobnosti odhaduji pfimo,
a to jako primérna odezva nékolika nejblizsich pozorovani. Nejdiive se vSak musi stanovit,
kolik téchto sousedii ma byt a jakym zptisobem se méri vzdalenost. Ukazka klasifikace
provedené touto metodou je na obrazku 13.

Q
=

0.8

X2
0.6

0.4

0.2

Q
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X4

Obrazek 13: Klasifikace metodou (t¥1) nejblizsich sousedt, s predpokladem rovnych ztrat
z chybné klasifikace (c¢y = ¢1)

Dalsi podrobnosti lze nalézt v [9], str. 79 - 93.

Loglinearni modely

Loglinearni modely vychéazeji z predpokladu, ktery je pti odhadovani pravdépodobnosti
defaultu velmi zajimavy. Je to pfedpoklad Poissonova rozdéleni poctu defaulti - tedy
takového rozdeéleni, které vznikne jako pocet tispéchii pii velkém mnozstvi alternativnich
experimentti s malou pravdépodobnosti ispéchu.

Kvli tomuto predpokladu metoda ocekava diskrétni proménné. Jinak by tézko pro je-
den prvek mnoziny vsech moznych pozorovani mohl nastat vice nez jeden default. Proto
je nutné rozdélit spojité proménné na intervaly a tim je pfeménit na proménné ordinalni.
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Odhadovand pravdépodobnost (poc¢tu defaulti) mé tvar

Nk
ply; = k) = k—l, exp(—XN;), k=0,1,...
(neindexuje se pfes jednotlivé prvky trénovaci mnoziny, ale pres skupiny prvki se stejnym
vstupem), kde
A\ = exp(w’x;).

Loglinearni modely patii mezi zobecnéné linearni modely. Hledani optimalnich vah tedy
probiha podobné jako v ptipadé logistické regrese.
Dalsi podrobnosti lze nalézt v [1].
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4 Ratingové modely a jejich validace

Tato cast se zabyva tvorbou a validaci ratingovych modeli. Tvorba ratingového modelu
spo¢iva v odvozeni ratingové funkce p (funkce pfifazujici pozorovanim rating, zavedena
v Casti 2) a stanoveni predpokladanych pravdépodobnosti defaultu pro jednotlivé ratingové
tFidy. Dulezitou soucasti ratingové funkce je odhadovani pravdépodobnosti defaultu, je
proto rozumné oveérit ucinnost diskriminace pomoci nékterého testu specifického pro zvo-
lenou klasifika¢ni a skéringovou metodu.

Déle je vhodné vysledny ratingovy model zkalibrovat (tedy ovéfit, zda jsou predpoklé-
dané pravdépodobnosti defaultu pro jednotlivé ratingové tiidy v souladu se skutecnosti)
a zhodnotit (dvéma riznymi pfistupy - jeden je zalozeny na diskrimina¢ni schopnosti mo-
delu, druhy na informaci poskytované modelem). K obéma tcelim se vyuziva valida¢ni
mnozina.

V této casti je také zminéna metoda bootstrapu, pomoci které 1ze jednoduchym zptiso-
bem konstruovat intervalové odhady a ktera umozinuje hodnotit model bez pouziti validacni
mnoziny.

4.1 Testy specifické pro jednotlivé metody
Plati-li prfedpoklady jednotlivych metod, lze vyuzit ne€které testy hodnotici Gc¢innost dis-
kriminace.
Linearni diskrimina¢ni analyza
U linearni diskrimina¢ni analyzy maji vahy tvar
w =31y — po),

pro ucinnost diskriminace je tedy nutné, aby se odhady stfednich hodnot vyznamné lisily.
Pro testovani této skutecnosti lze zavést statistiku udavajici vzdalenost stiednich hodnot
v prostoru urceném variabilitou dat

-1

D2 = (fiy — fio) 'S (s — Fio).
Za predpokladu, ze p, = pq, plati

(n—p—1)ngny
pn?

2
D, ~ F(p,n—p—1).

Logisticka regrese

U logistické regrese by trénovaci mnozina meéla obsahovat sloupec samych jednicek. Pti hod-
noceni u¢innosti diskriminace se srovnava sdruzend hustota vybéru (X,Y) se sdruzenou
hustotou vybéru obsahujici pouze sloupec samyjch jednicek. Neni-li diskriminace u¢inna,
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pak je model vytvofeny pouze na zékladé druhého vybéru (tzv. nulovy model) stejné dobry
jako model hodnoceny.

Je-li L, (w) sdruzend hustota hodnoceného modelu a je-li L, (@) sdruzend hustota nu-
lového modelu (v obou pfipadech pro maximalné vérohodny odhad vah), pak asymptoticky

plati
L,(w) ~ 2
Ly(w) "7

(p je pocet sloupct trénovaci mnoziny obsahujici sloupec samych jednicek).

2log

Neuronové sité

Literatura se o zadném testu nezminuje. Diivodem bude nejspise priliSné obecnost pred-
poklad metody.

4.2 Tvorba ratingového modelu

Ratingovéa funkce p zobrazuje R? (mnozinu vSech moznych pozorovéani) do {1,2,..., R}
(mnoZiny ratingt). Predpoklada se, Ze s vys$im ratingem pravdépodobnost defaultu klesa
(zavéry by samoziejmé platily i v opacném piipadé).

Slozkou ratingové funkce je klasifika¢ni a skoringova metoda, ktera jednotlivym pozoro-
vanim prifazuje pravdépodobnost defaultu. Zaroven muze byt stanoveno i skére - tyto dveé
veli¢iny jsou pak provazany monotonnim zobrazenim. Ratingovou funkci tedy lze chapat
tfemi riznymi zpusoby - jako pravidlo rozdélujici pravdépodobnosti ([0, 1]), skére (R) nebo
moznd pozorovani (RP) na R disjunktnich podmnozin. Zatrazeni do ratingové t¥idy se usku-
tecni tak, ze se odhadne pravdépodobnost defaultu (nebo skére) a porovnanim s hranicemi
jednotlivych pasem se urci rating.

Pocet ratingt lze volit libovolné. V pfipadé regulatornich modelti musi existovat (podle
4], str. 84) alespon sedm ratingt pro splacené avéry a alespon jeden pro defaulty. O dalsich
podrobnostech jiz banky rozhoduji samy. Podle [14], str. 84, vétsinou mapuji vystupy vSech
modelli na jednu stupnici. Jinou variantou je vytvofit pasma tak, aby vSechny ratingové
tridy byly zastoupeny v trénovaci mnoziné priblizné rovnomérné.

Déle je potieba urcit predpokladané pravdépodobnosti defaultu pro jednotlivé ratingy,
znacené ¢,. Je mozné za né dosadit primérnou odezvu

1
= — ; =1,2,...
QT nr Z y't? r ) Y ) R
pxi)=r
nebo primeérnou podminénou pravdépodobnost
LS @), r=12...R
QT_nr p$27 r= Pt IR

p(xi)=r

(v obou pfipadech je n, pocet pozorovani, kterym byl pfifazen r-ty rating).

36



Kalibrace

Jednim z Gcelti valida¢ni mnoziny je odhalit, zda predpokladané pravdépodobnosti defaultu
odpovidaji skutecnosti. Neni-li tomu tak, je tieba na situaci reagovat. A to bud tpravou
ratingové funkce nebo zménou piredpokladanych pravdépodobnosti defaultu.

Shodu predpoklddané (uré¢ené mnozinou trénovaci) a pozorované (uréené mnozinou va-
lida¢ni) pravdépodobnosti defaultu lze ovéfit pomoci statistickych testti. Zde jsou popsény
dva z nich. Oba pfedpokladaji nekorelovanost defaultt (ve valida¢ni mnozing). V [14],
str. 119 - 124, se uvadi, ze tomu tak vétsinou neni, a zminuje se upraveny test, ktery ko-
relaci v tvahu bere. Nekorelovanost neptedpoklada ani bootstrapovy test (pouzity v této
praci pfi implementaci).

Je-li ratingova funkce aplikovana na n-prvkovou valida¢ni mnozinu, ziska se R tiid
po n, prvcich. Primérné odezva (pozorovana pravdépodobnost defaultu) je

podobné je ¢ prumérnd odezva celé validacni mnoziny. Pro oba testy se predpoklada,

7e odezvy y pozorovani s ratingem r jsou ndhodnym vybérem z alternativniho rozdéleni

se stfedni hodnotou ¢,.. Jejich pramér ¢, mé tedy stfedni hodnotu g, a rozptyl ¢.(1—g¢.)/n,.
Podle centralni limitni véty asymptoticky plati

~ rl_r
QTNN<QT7M)7 T:1,2,...,R,

T

coz lze vyuzit v testu zaloZeném mna mormalite. Podminkou je dostatecné mnozstvi dat.
Zv1asté u vyssich ratingovych tiid (s malo defaulty) mize byt tento test zavadéjici.

Dnes uz vSak neni zadnym problémem pouzit binomické rozdéleni piimo - ke konstrukci
binomického testu. Napt. plati-li

Nrqr ~
My _—
Z <k>Qf(1_QT> " k>Q>

k=0

je predpokladana pravdépodobnost defaultu ve tiidé r» podhodnocena na hladiné 1 — Q).

Diagram spolehlivosti

Diagram spolehlivosti je grafickou metodou umoznujici rychle zkontrolovat, zda predpovedi
pravdépodobnosti defaultu plati (viz obrézek 14). Na vodorovné ose je pravdépodobnost
predpokladana, na svislé pak pozorovana. V idealnim piipadé by vSechny ratingy mély byt
na diagonale.
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Pfedpokladana pravdépodobnost defaultu

Obrazek 14: Diagram spolehlivosti

Brierovo skdre

Statistikou hodnotici spolehlivost predpovédi je Brierovo skdre. V zakladnim tvaru jde
o sttedni kvadratickou odchylku pfedpokladané pravdépodobnosti defaultu od skutecnosti

n

1 ~

i=1

po tridach

|32

Qr 1 - QT) + (1 - Z]vr)%?) :

R
Brierovo skore lze rozepsat na tvar
R

kde prvni ¢len shrnuje vnitroskupinovou variabilitu a druhy spolehlivost predpovédi. Jina

podoba
R~ R
=q(1— —(q,
d( ®+rzlﬁ(q D

r=1

R ~

Ny ~
QT ]- - QT ) + Z %(QT' - %")27

r=1

|32

q_QT

3|$2
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déle rozdéluje vnitroskupinovou variabilitu na variabilitu valida¢ni mnoZiny (nezavisejici
na ratingovém modelu) a na variabilitu meziskupinovou.
Pro potteby srovnani spolehlivosti predpovédi je vhodné Brierovo skore standardizovat

na Brier Skill Score
_ Bis
-

Neni-li pouzit zadny ratingovy model (vSechna pozorovani jsou zafazena do jediné tiidy),
je BSS priblizné nula, v idealnim modelu je BSS rovno jedné.

BSS =1

4.3 Hodnoceni diskriminac¢ni schopnosti

Pfi hodnoceni diskrimina¢ni schopnosti se zjistuje, jak ratingovy model rozlisuje defaulty
a splacené uvéry. Vychazi se z (empirickych) podminénych hustot, které mohou vypadat
podobné jako ty na obrazku 15.

Jednotlivé ratingy jsou povazovany za mozné hranice pro poskytnuti avéru. A je mozné
se ptat, kolika defaultim by banka zamezila (hit rate) a o kolik splacenych uvéra by pfisla
(false alarm rate), kdyby odmitla vSechny uchazece s ratingem maximalné r. To vyjadiuji
(podminéné) distribu¢ni funkce

HR(r) = P(p(X) < 7|V = 1),
FAR(r) = P(p(X)

Celkovy podil odmitnutych (total rate) udava (nepodminéna) distribuéni funkce

TR(r) =P(p(X) <r).

1o
= .
B Splaceny uver
< | B Default
o
@ _|
o
N
© o
— o%o o) o o) o o)
o o/ o o oO—
O———o
S ~—o
© | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8
Rating

Obrazek 15: Splacené uvéry a defaulty v jednotlivych ratingovych tiidach
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Obrazek 16: ROC a CAP kiivka

ROC kfivka

Podminéné distribué¢ni funkce graficky srovnava ROC kfivka (¢erné na obrazku 16). Na vo-
dorovné ose je FAR, na svislé HR.

Idealni model by mél vS§em defaultim prifadit ratingy nizké, vsem splacenym tvértim
vysoké. ROC kiivka v takovém pripadé vede z rohu levého dolniho do levého horniho
a pak do pravého horniho. Naopak ratingovy model s ndhodnou diskriminaci ma ROC
krivku shodnou s diagonélou. Skute¢ny model je mezi témito dvéma extrémy.

Dalsi vlastnosti ROC kiivky je konkévnost. Jednotlivé ¢asti ROC krivky odpovidaji
ratingiim a smérnice této tsecky je urcena relativnim pomérem defaultti a splacenych
uvért v dané tiidé. Tento pomér s vyssim ratingem klesa. U méné kvalitnich ratingovych
modeld se vSak stava, ze zminény pomér mezi dvéma po sobé jdoucimi tf¥idami vzroste
a ROC krivka pak konkavni neni.

Zkratka “ROC” znamend receiver operating characteristics. Podle [13] vyjadiuje, Ze
piijemce (receiver) muze vyuzit jako hranici (operate) libovolny bod této kiivky. Posledni
slovo (characteristics) se vztahuje k rysim pozorovani, na jejichz zakladé byla kiivka zkon-
struovana.
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Statistika AUC

Statistikou shrnujici vlastnosti ROC kfivky do jednoho ¢isla je AUC (area under curve).
Tato veli¢ina ma vyznam nejen geometricky, ale i pravdépodobnostni. Plati totiz

HR(r — 1) + HR(r)

[M] =

AUC (FAR(r) — FAR(r — 1))

ﬁ
Il
—

P(p(Xy) <r—1Y1 =1) + P(p(X4) <r[Y1 = 1)

[M] =

P(p(X2) = r|Yz = 0)

ﬁ
Il
—

M=

P(p(X1) <r—1,p(Xs) =r[Y1 =1,Y, =0)
1

ﬁ
Il

P(p(X1) =7, p(X3) =7r[Y1 =1,Y,=0)

+
DO | =
M=

1

r

(p(X1) < p(X2)IYs = 1Yo = 0) + S P(p(X) = p(X)|Vi = 1,Y; = 0)

e

AUC tedy vyjadiuje, jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné zvoleny default bude mit nizsi
rating nez ndhodné zvoleny splaceny tvér (v piipadé rovnosti ratingl se zapocitava polo-
vina). A presné takto se AUC odhaduje - jako primér pies vSechny dvojice typu default
a splaceny uveér.

Na takto definované statistice je zalozen Mann- Whitneyiv test, modifikace Wilcoxonova
testu ([2], str. 237 - 241, nebo [15], wilcox.test). K testim existuji tabelované hodnoty,
ale ty predpokladaji spojitou odezvu. Proto se vychazi z normalni aproximace, ktera umoz-
nuje jak vypocet intervalovych odhadi, tak i test vyznamnosti diskriminace porovnanim
AUC s ¢islem 0.5 (hodnota pro ratingovy model s ndhodnou diskriminaci). Konfidenc¢ni
intervaly je také mozné zkonstruovat metodou bootstrapu (bez predpokladu normality).

AUC lze rovnéz vyuzit ke srovnani dvou modeli. Lepsi je ten, jehoz AUC je vyznamné
vétsi. Asymptoticky plati

(AUC, — AUG,)? 2
Var(A/U\Cl) + Var(A/U\Cg) —2 Cov(ml, 1@2) v

Vzorce pro vypocet variance a kovariance jsou uvedené v [8], str. 13 - 15. Napt. variance
se odhadne

ﬁl‘f‘ (no — 1)ﬁ2+ (TLl — 1)183—4(710—1—711 — 1)(1@—05)2

var(AUC) = o — D(m = 1) ,

kde ng a n; je pocet splacenych avéru a defaulti. Dale musi byt odhadnuty pravdépodob-
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nosti

Py = P(p(X1) # p(X2)[Y1=0,Yz = 1),

Py = P(p(X1) < p(X3), p(X2) < p(X3)[Y1=0,Y2 =0,Y; =1)
+ P(p(X1) > p(X3), p(X2) > p(X3)[Y1=0,Y2 =0,Y3=1)
= P(p(X1) < p(X3), p(X2) > p(X;3)[Y1=0,Y2 =0,Y3=1)
— P(p(X1) > p(X3), p(X2) < p(X3)[Y1=0,Y2=0,Y3=1),

Py = P(p(X1) < p(X3), p(X2) < p(X35)[Y1=1,Y2=1Y; =0)
+ P(p(X1) > p(X3),p(X2) > p(X3)[Y1=1Y2 =1,Y3=0)
— P(p(X1) < p(X3),p(X2) > p(X3)[Y1=1,Y2=1Y3=0)
— P(p(X1) > p(X3), p(X2) < p(X3)[Y1=1,Yo=1,Y3 =0).

CAP kfivka a statistika AR

Vsechny uvéry a defaulty graficky srovnava CAP krivka. Na vodorovné ose je TR, na svislé
pak HR. Oproti ROC kfivce jsou tedy splacené uvéry nahrazeny celou valida¢ni mnozinou,
skuteény tvar obou kiivek je v8ak celkem podobny (jak je vidét na obrazku 16).

CAP kiivka idealniho modelu mifi z levého dolniho rohu prudce nahoru (se smérnici
odpovidajici inverzi podilu defaultii na valida¢ni mnoziné, viz jedna z teckovanych car
na obrazku 16). Model bez diskriminaé¢ni sily ma CAP kiivku (stejné jako ROC kiivku)
shodnou s diagonalou.

Statistikou zaloZenou na CAP kiivce je AR (accuracy ratio). Je-li plocha pod kiiv-
kou idealniho modelu a;, pod krivkou modelu s ndhodnou diskriminaci a,, a pod kiivkou
realného modelu a,, pak
a, — ay

AR =

a; — Qn
Tato velic¢ina tedy udava, jakého podilu maximalni mozné diskriminace ratingovy model
dosahuje.
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Statistiky AUC a AR poskytuji stejnou informaci. Plati totiz

1
a; 1-— ?,
1
ap = 3,
2
R
B HR(r — 1) + HR(r)
a, = ; : (TR(r) — TR(r — 1))

ZR: HR(r — 1) + HR(r)

=03 ) P(p(X) = |y = 0)
.S HRG = 1)+ HRO) by gy
. i HR(r - 1; = HRO) pAR(r) — FAR(r — 1)
+m i ARe =D+ HR(U) yp ) - HR(r — 1))

= 1 AUC +% é(HR(r)Q —HR(r — 1)?)

— 7 AUC +%(HR(R)2 _ HR(0)?)
= (1-m)AUC +%.
Celkové se dostane
(1—7T1)AUC+7T1/2—1/2 2(1—7T1>AUC—|—7T1—1
AR, — —
1—7T1/2—1/2 1—7'('1
=2 AUC —1.

Vysledky platné pro AUC lze proto vyuzit i v piipadé AR.

Kolmogorov-Smirnovuav test

Kolmogorov-Smirnoviv test v zdkladni varianté ([2], str. 243 - 245) srovnava, zda se empi-
ricka distribu¢ni funkce rovna skutecné. Kritériem je maximalni vzdalenost téchto funkei.
V [15], ks.test, je vSak mozné testovat i rovnost dvou empirickych distribu¢nich funkei.

Pro potieby hodnoceni diskrimina¢ni schopnosti je vhodné porovnat FAR a HR (viz
obrazek 17). Kolmogorov-Smirnoviv test si v8ima jen maximéalniho rozpéti mezi témito
k¥ivkami, vyuziva tedy méné informace nez test zalozeny na AUC.
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Obréazek 17: Kolmogorov-Smirnoviv test

4.4 Informacni kritéria

Informacni kritéria pristupuji k hodnoceni ratingovych modeli odlisSnym zptsobem. Udéa-
vaji, kolik informace je potfeba k plné znalosti (tedy k situaci, kdy je o kazdém tvéru
znamo, zda je ¢i neni defaultem).

(Ziskanou) informaci méfi veli¢ina I. Je-li A néjaky jev a ps jeho pravdépodobnost,
pak I(p4) je informace, kterd se ziskd, kdyz k jevu A dojde. Je-li pa jedna, je vysledek
pfedem znamy a I(p4) je nula. Je-li p4 polovina, pak se ziska jeden bit informace a I(p4) je
proto jedna.

Pro dalsi odvozovani se predpoklada “séitaci” vlastnost informace. Je-li B dalsi jev
(s pravdépodobnosti pg) nezavisly na A, plati

I(paps) — I(pa) = L(pn),

na obou stranach je totiz informace, ktera se ziska, kdyz dojde k jevu B. Pro libovolné
prirozené ¢islo n se tedy dostane

I(p") = nl(p).
Protoze dale plati
I(p) = L((p"™)") = n1(p"/™),
1ze pro libovolné racionalni ¢islo (a po spojitém rozsifeni i pro libovolné realné ¢islo) vyuzit
vztah
I(p*) = z1(p).

Je-li p rovno (1/2)* (a tedy x je —log,(p)), plati

I(p) =1((1/2)%) = x1(1/2) = —log,(p).

Dale se predpoklada, ze jev A’ nastane pravé tehdy, nenastane-li jev A. Prvni moznost
mé pravdépodobnost 1 — p, druha p. Stfedni mnozstvi informace potiebné k plné znalosti
je

pI(p) + (1 = p) I(1 — p) = —plog,(p) — (1 — p)logy(1 — p), (17)
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tato veli¢ina se nazyva informacni entropie. Zavislost informac¢ni entropie na pravdépo-
dobnosti ukazuje obrazek 18.
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Obrazek 18: Informacni entropie

Informacni entropie méa jednu zajimavou souvislost s metodou neuronovych siti. Po srov-
nani vzorcu (12) a (17) se zjisti, Ze parametry neuronové sité jsou odhadovany tak, aby bylo
maximalizované mnozstvi informace poskytované neuronovou siti. (Ve vztazich jsou sice
odlisné zéklady logaritmti, ale protoze plati log,(z) = log(x)/log(2), sta¢i vydélit konstan-
tou.)

Informacni entropie ratingového modelu

Ratingovy model, ktery zarazuje vSechna pozorovani do jediné tiidy, ma informacni entropii
danou vzorcem (17), tedy

IEg = —qlog,(q) — (1 — q) logy(1 — q).

Tuto statistiku lze povazovat za odhad informacni entropie valida¢ni mnoziny.
Informacni entropie v jednotlivych tfidach skute¢ného ratingového modelu odhaduje
vyraz
_@' 10g2(@") - (1 - ar) 10g2(1 - @')7
prumeérna informacni entropie je pak

R ~

nr ~ _
IE: (p Zl = (G loga () + (1 = G) loga(1 = ).
Literatura zadny analyticky vztah pro intervalové odhady informacni entropie neuvadi.
Kdyz byla pri implementaci pro tento tcel vyuzita metoda bootstrapu, byl odhalen problém

vz

s podhodnocovanim této veli¢iny. Podrobnéjsi informace jsou v piiloze A.2.
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Statistika IER,

Statistika IER; (information entropy ratio) je normovanou informaéni entropii. Je defino-
vana vztahem
_1Ei(p)

TE,

a udava, jaka cast informacni entropie valida¢ni mnoziny je ratingovym modelem vysvét-
lena.

V ¢lanku [10] je tato veli¢ina pojmenovand CIER, tedy conditional information ent-
ropy ratio. Nazev zduraznuje, ze se hodnoti informacni entropie podminéna ratingovym
modelem.

IER, (p) = 1

Statistika IER,
Pro srovnani se odhadne informac¢ni entropie dvou ratingovym modeli pouzitych najednou

1B, (. 01) = 3 D0 2 G oga(G3) + (1~ ) (1 — ) hogal(1— 3)(1 — 32))).

r=1 r'=1

Kolik z informa¢ni entropie pivodniho modelu vysvétluje novy model (relativné vzhle-
dem k informaéni entropii valida¢ni mnoziny), udava statistika

IE,(p) — IEs(p, o'
IERs(p, o) = 1) 1E, S

Tato veli¢ina nemé zadnou vlastnost typu symetrie. IERs(p, p') i IER2(p', p) nabyvaji klad-
nych hodnot, ty vSak nejsou provazany néjakou jednoduchou zavislosti.

4.5 Metoda bootstrapu

Statistika obvykle ¢ini na zakladé ndhodného vybéru zavéry o celé populaci. Metoda boot-
strapu ke stejnému tcelu vyuziva velké mnozstvi vybéri s vracenim se stejnym rozsahem
jako ma skute¢ny vybér (tedy tzv. bootstrapovych vybéri). Déle predpokladd, ze vztah
vybéru bootstrapového ke skutecnému je analogicky vztahu skutec¢ného vybéru k populaci.
Tato préce se nezabyva teoretickymi vlastnostmi metody bootstrapu (ty jsou uvedeny
v [7]), ale popisuje nékteré z moznych aplikaci pii tvorbé a validaci ratingovych modeli.

Intervalové odhady

Intervalové odhady predstavuji pasmo, které s velkou pravdépodobnosti pokryva skutecnou
hodnotu parametru. Daji se ale chapat i jako interval, do kterého nélezi vétsina bodovych
odhadi vytvofenych na zakladé nahodného vybéru. A pokud se skutecné vybéry nahradi
vybéry bootstrapovymi, dostane se velké mnozstvi bodovych odhadi. Z nich se odvozuji
odhady intervalové.
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Nejjednodussi moznosti je predpokladat normalitu odhadi. Vypocte se rozptyl boot-
strapovych odhadi a ten se vyuzije ke konstrukei konfidenc¢niho intervalu. V tomto pripadé
postacuje 25 - 200 bootstrapovych vybérta ([7], str. 52).

Jinou variantou je vytvofit z bootstrapovych odhadd empirickou distribu¢ni funkci.
Intervalové odhady se pak vymezuji jejimi prislusnymi kvantily. Ty mohou byt i nesy-
metrické, coz je vyhodné zvlasté v pripadé klasifikace. Pro dostatec¢nou presnost je vsak
potieba vétsi mnoZstvi bootstrapovych vybérta (podle [7], str. 170 - 174, by jich mélo byt
1000 - 2000).

Nejlepsi moznost predstavuje BC, metoda ([7], 184 - 188). Ta zvySuje pfesnost inter-
valovych odhadi pomoci dvou veli¢in nazyvanych bias correction a acceleration (z nichz
nazev metody vychézi). Bias correction vyjadiuje nesoulad mezi medidnem bootstrapo-
vych odhadi a odhadem vytvorenym na zakladé celé valida¢ni mnoziny. Acceleration méri
zménu smérodatné odchylky odhadu pii zméné hodnoty odhadovaného parametru.

Validace bez valida¢ni mnoziny

Obecnou statistiku S (tou mtze byt napf. AUC nebo IER) hodnotici kvalitu ratingové

funkce p 1ze spocitat i na zakladé trénovaci mnoziny. Ratingova funkce je vSak vytvorena

tak, aby pro trénovaci data davala co nejlepsi vysledky, odhady jsou tedy vychylené. A pravée

proto se vyuziva valida¢ni mnozina - odhady na ni zalozené by mély byt nestranné.
Povazuje-li se statistika S za funkci p, je mozné pokusit se odhadnout

Ez3 S(p) — Exy) S(p). (18)

Pokud by se tento rozdil ptipocetl k hodnoté S pro trénovaci mnozinu, ziskal by se odhad
stejné dobry jako ten zaloZeny na valida¢ni mnoziné. Valida¢ni mnozina by pritom existovat
nemusela.

Bootstrapové vybéry zastupuji vybéry skutecné, proto lze (18) nahradit vyrazem

Exy) S(or) — Ex,.v,) S(or) (19)

(index k oznacuje bootstrapovy vybér nebo ratingovou funkei vytvorenou na zakladé tohoto
vybéru). Zatimco (18) bez valida¢ni mnoziny odhadnout nelze, v piipadé (19) to mozné je
- bootstrapovych vybéri je totiz velké mnozstvi. Staci spocitat primeér

%Z(S(/}k’ X.Y) = S(por, X1, Vi)

k=1
(K je pocet bootstrapovych vybéri).

Je-li statistika S primeérem pies jednotliva pozorovani, tedy

1,
S(p,X,y) = Ezs(pamiayi)
=1

47



Ize jeji primér pro bootstrapové ratingové funkce zapsat ve tvaru

n K
—z(?z py>
=1 k

Tento zapis prenasi diraz z bootstrapovych vybéri na jednotliva pozorovani. Bootstrap
dava dodatecnou informaci jen v situaci, kdy pozorovani neni prvkem bootstrapového
vybéru. Pravdépodobnost, Ze se tak nestane, je

1 n
(Y
n

limitné 1 — exp(—1), zaokrouhlené 0.632. Proto je doporuc¢eno pouzit odhad

n K;
1 1
0.368 S(p, X 0.632 — — S (p., i, i) |,

“ynitini” primeéry jsou vypocteny pouze z téch vybért, které dané pozorovani neobsahuji.
Tato metoda je podle [9], str. 124, jedna z nejlepsich a diky pouzité konstanté se nazyva
632 bootstrap.
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5 Aplikace

Tato cast se zabyva aplikaci diskutovanych teoretickych poznatki. Nejdiive jsou popsana
data, ktera byla pro tento icel k dispozici. Nasleduji poznamky k implementaci a k prove-
dené simulaci, omezené na logicky pohled (z technického hlediska se implementaci zabyva
ptiloha A.3). Simulace poskytla velké mnoZstvi nejriznéjsich vysledki. Zbytek této ¢asti
je proto vénovan interpretaci nékterych z nich.

Data

Bylo by uréité velmi zajimavé vyuzit skuteéné data, ty se ale ziskat nepodafilo. V Ceské na-
rodni bance vSak byl naprogramovan generator portfolia avéri, jehoz vystupy byly vyuzity
1 v této praci. Zde jsou zminéné nekteré jeho vlastnosti.

Generovani portfolia probiha po krocich chapanych jako mési¢ni obdobi. Kazdy sledo-
vany avér se v ur¢itém okamziku nachazi v jednom ze sedmi stavii, mezi kterymi prechéazi
s pravdépodobnostmi pfechodu uréenymi pevnou transformacni matici. Stavy jsou znaceny

Pro kazdy tvér je dale stanovena jistina a doba splatnosti. Je-li uvér v nékterém z prv-
nich Sesti stavi, je povazovan za splaceny. V kazdém kroku se pak od nesplacené casti
jistiny odecita meésicni splatka. Po splaceni celé jistiny uveér prestava byt sledovan.

Je-li uvér v poslednim (sedmém) stavu, je pokladan za nesplaceny. Trva-li tato situace
stanovenou dobu (standardné pét mésici), je oznacen za default a dale neni sledovan. Jinak
dochézi k posunuti doby splatnosti o jeden mésic.

V zavislosti na aktualnim stavu je avériam pfidéleno osm vstupt. Je-li Gavér ¢ v Case ¢
ve stavu s>, plati

x’i’t ~ |N(5s",1)],

x;t ~ |N(07 1)‘7

x5 ~ log(IN (25", 1))),

zy' ~|N(0, 1),

zt' ~ N(0,1),

zit ~ 1/s + N(0,1),

xbt ~ N(0,1),

it

rg ~ Ii_(sit42R(0,1)=1)>3}
(I znad¢i indikator a R rovnomérné rozdéleni). Situace je tedy opa¢nd nez ve skutecnosti
- na zakladé vystupt se rozhoduje o vstupech. Vektor & navic obsahuje i znaky, které
s aktualnim stavem nijak nesouvisi, coz v praxi obvyklé nebyva.

Pro zjednoduseni byl generator vytvotren tak, aby dalsi vyvoj kazdého tvéru nezavi-

sel na historii, ale pouze na soucasném stavu. Proto neni chybou zatradit do vytvareného
datového souboru rizné (disjunktni) éasova obdobi jednoho tvéru. Jako vysvétlujici pro-
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ménna tedy slouzi ! v éase pridéleni ivéru a dale vidy po dvanicti mésicich. Odezvou
je pritomnost defaultu do dvanacti mésicti od okamziku ziskani téchto vstup.

Implementace

K vypocétim je pouzit statisticky jazyk R ([15]), vysledky jsou ukladany do databaze.
K jejich prohlizeni slouzi webové rozhrani. Vysledky provedené simulace jsou dostupné
i na internetu (http://diplomka.pm13.org/).

Vlastni vypocty se provadi spusténim jednoho ze sedmi skripti - create.sample.R,
do.lda.R, do.logit.R, do.nnet.R, predict.R, validate.R a compare.R. Kazdy z nich
ma nékolik parametra fidicich pribéh vypoctu.

Mezi hlavni slozky vytvoreného systému patii datovy soubor, vybér, ratingovy model,
predikce, validace a srovnani.

Datovy soubor obsahuje vSechny potfebné zaznamy o tvérech. D4 se chapat jako ma-
tice s p + 1 sloupci (prvnich p pro vstupy, posledni pro odezvu). Systém mtize obsahovat
velké mnozstvi datovych soubort. Neni tedy zavisly na souboru vytvoreném generatorem
portfolia tvérd. Pokud by byla k dispozici skutecna data, bylo by triviadlni zalezitosti je
doplnit, celou simulaci zopakovat a dojit k realisti¢téjsim zaveértm.

K jednomu datovému souboru miize existovat nékolik vybéri. K jejich tvorbé slouzi
skript create.sample.R (parametrem je identifikdtor datového souboru). Vybér mé stejny
tvar jako datovy soubor, fadky jsou vsak “prehazeny”. Prvnich n fadkd slouzi jako mno-
Zina trénovaci, poslednich n je zase mnozina valida¢ni. Tento mechanismus jednoduchym
zpusobem reprezentuje nahodny vybér.

Skripty do.1da.R, do.logit.R a do.nnet.R (parametry jsou identifikitor vybéru a ve-
likost trénovaci mnoziny) vytvari ratingové modely. Jako metody jsou pouZity linearni dis-
krimina¢ni analyza, logisticka regrese a neuronové sité. Ve vSech pfipadech jsou nalezeny
vahy, metodou bootstrapu jsou odhadnuty nékteré statistiky (AUC, IE, IER) a je vytvo-
Fena ratingova funkce (takovym zptsobem, aby prvky trénovaci mnoziny byly rozdéleny
mezi jednotlivé ratingové t¥idy pfiblizné rovnomérné).

Predikei provadi skript predict.R (parametry jsou identifikdtor ratingového modelu
a vstupy uvéru). Pro zadany avér je odhadnuta pravdépodobnost defaultu véetné interva-
lovych odhadt vytvorenych metodou bootstrapu a delta metodou (u linearni diskriminaéni
analyzy delta metoda pouzita neni).

O validaci se stara skript validate.R (parametry jsou identifikator ratingového modelu
a velikost valida¢ni mnoziny). Prvky valida¢ni mnoziny jsou zafazeny do ratingovych tiid
a je zhodnocena kvalita modelu - graficky (ROC kiivka, diagram spolehlivosti) i ¢iselné
(AUC, IE, IER).

Srovnani dvou ratingovych modelt provadi skript compare.R (parametry jsou identifi-
katory ratingovych modeli a velikost validaéni mnoziny). Prubéh je podobny jako v piipadé
validace.

Nékteré parametry (napf. pocet bootstrapovych vybért nebo pocet ratingl) jsou spo-
le¢né pro vSechny skripty. Konkrétni hodnoty jsou nastaveny v souboru require.R.
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Simulace

K vygenerovanému datovému souboru bylo vytvofeno deset nahodnych vybéri. Kazdy
vybér byl vyuzit ke konstrukei t¥iceti dvou ratingovych modeld - pomoci ¢ty metod (li-
nearni diskrimina¢ni analyza, logistickd regrese, neuronova sit s chybovou funkei soucet
¢tvercit a neuronova sit s chybovou funkei entropie) a osmi riznych velikosti vybéru (500,
1000, 2500, 5000, 7500, 10000, 12500, 14957). Kazdy ratingovy model byl pouzit k predikci
dvaceti avérd a poté tfikrat zhodnocen - s vyuzitim valida¢nich mnozin polovi¢ni, stejné
a dvojnasobné velikosti. Nakonec byly nékteré z modelti srovnany.

Pro zrychleni vypoctu byly zménény nékteré konstanty. Pocet bootstrapovych vybéri
byl snizen na sto. VSechny neuronové sité mély stejny pocet skrytych uzli (3) a stejnou
velikost regulariza¢niho parametru (0.01).

VSechny zavéry, zformulované na zakladé této simulace, jsou podminény pouzitym da-
tovym souborem. Toto omezeni je tfeba brat v ivahu. A to i v pripadé, kdy tento fakt
explicitné zminén neni.

Dale je nutno upozornit, ze simulace nebyla provadéna s néjakym konkrétnim zamérem.
Cilem bylo ovéfit, ze diskutované poznatky jsou prakticky pouzitelné. Z tohoto dtvodu
vysledky spiSe naznacuji, jaké problémy by mohly byt feSeny, nez aby davaly odpovédi
na konkrétni otazky.

Velikost trénovaci a valida¢ni mnoziny

Jeden z hlavnich problémi pii tvorbé ratingového modelu je potfebné mnozstvi dat. Jako
kritérium muze slouzit variabilita AUC - statistiky hodnotici diskriminac¢ni schopnost ra-
tingového modelu. D4 se vyjit z hodnoty AUC pro rtzné vybéry nebo z konfidenc¢nich
intervaltt. V druhém piipadé je mozné pozadovat, aby dolni mez tohoto intervalu presahla
urc¢itou hranici nebo aby byl konfidenc¢ni interval dostatecné tzky.

Obréazek 19 srovnava AUC pro t¥i rizné metody (u neuronovych siti je chybovou funkci
entropie). Obrazek 20 ukazuje dolni mez konfiden¢niho intervalu vytvofeného pomoci nor-
malni aproximace se spolehlivosti 95 % pokryvajici skute¢nou hodnotu AUC. Velikosti
obou mnozin (trénovaci a valida¢ni) se nelisi a jsou udané na vodorovné ose (celkovy pocet
uvéri je tedy dvojnasobny).

Zda se, ze 2000 uveért nestaci. Simulace naznacuje, ze minimalni pocet miize byt 3000
- 6000. V celém datovém souboru je 9.16 % defaultt, pfi tvorbé ratingového modelu lze
tedy doporucit pouziti datovych soubort s poctem default v fadu nékolika set.

Déleni dat na trénovaci a validaéni mnoZinu

Je-li k dispozici jen omezené mnozstvi dat, je dilezité spravné rozhodnout, jak vybér
rozdélit na trénovaci a valida¢ni mnozinu. Kritériem opét mtize byt ukazatel diskriminacni
schopnosti.

Vysledky simulace umoznuji porovnat, zda je lepsi rozdélit vybér obsahujici 1500 tveért
na trénovaci a valida¢ni mnozinu v poméru 1:2 nebo 2:1. Z obrazku 21 lze usoudit, ze
hodnota AUC je v obou ptipadech priblizné stejna. Je-li vSak v trénovaci mnoziné 500
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Obrazek 19: AUC v zavislosti na pouzité metodé a na velikosti trénovaci a valida¢ni mno-
ziny
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Obrazek 20: Dolni mez pro AUC (normélni aproximace).
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vz

uvérl, konfiden¢ni intervaly jsou uzsi. Z tohoto divodu se jako vyhodnéjsi jevi déleni
v pomeéru 2:1.

Rozdil AUC Sifka intervalu (500/1000) Sitka intervalu (1000/500)
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Obrazek 21: Rozdil AUC pro dvé rizna déleni datového souboru (kladné hodnoty zname-
naji vyhodnost déleni 500/1000) a sitka konfiden¢niho intervalu u obou variant.

7 vysledku vSak uz neni mozné zjistit, zda by nebylo nejlepsi pouzit pomér 1:1. A také
neni ziejmé, jak by se mél rozdeélit vétsi pocet averd.

Chybova funkce pro neuronové sité

K tréninku neuronové sité lze vyuzit dvé rtzné chybové funkce - soucet c¢tverci nebo
entropii. Teoretické iivahy naznacuji, ze entropie by mohla byt pro odhad binarni odezvy
vhodnéjsi.

Jenze vysledky simulace tento nazor nepotvrzuji. Jak ukazuje obrazek 22, pii pouziti
vétsi trénovaci mnoziny (validaéni mnozina obsahuje ve vSech ptipadech 2000 Gvért) maji
neuronové sité€ stejnou diskriminacni silu bez ohledu na volbu chybové funkce. Obsahuje-li
trénovaci mnozina 500 nebo 1000 uvért, dokonce se zda, ze je lepsi volbou soucet ¢tverct.
Rozdily vsak nejsou takové, aby byl tento zavér statisticky vyznamny. Bylo by vhodné
provést dalsi srovnani.

Vsechny neuronové sité byly vytvoreny se stejnym poctem skrytych uzlid a se stejnou
hodnotou regulariza¢niho parametru. Bylo by zajimavé zjistit, jaké by byly rozdily pfi jiné
volbé.

Validace bez valida¢ni mnoziny

Jak je uvedeno v ¢asti 4.5, metoda bootstrapu umoznuje zhodnotit kvalitu ratingového
modelu bez pouziti validacni mnoziny. Vysledky simulace ukazuji, jak dobré toto hodnoceni
je.

Obrazek 23 naznacuje, Ze trénovaci mnozina obsahujici 2500 uvérid dava dostatecné
dobré odhady AUC. Ke stejnému zavéru nelze dojit u odhadu IE (viz obrazek 24), v tomto
pripadé nejspise bude pri¢inou problém popsany v nasledujicich odstavcich.
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Obrazek 22: Rozdil AUC pro dvé neuronové sité se stejnymi daty, ale rtiznou chybovou
funkci. (Kladné hodnoty znamenaji, ze vétsi diskriminac¢ni silu maji neuronové sité tréno-
vané s pouzitim chybové funkce soucet ¢tverci.)
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Obrazek 23: Rozdil mezi odhady AUC zalozenymi na trénovaci a valida¢ni mnoziné.
(Kladné hodnoty znamenaji, ze odhad AUC zaloZeny na trénovaci mnoziné je vyssi.)
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Obrazek 24: Rozdil mezi odhady IE zaloZenymi na trénovaci a valida¢ni mnoziné. (Kladné
hodnoty znamenaji, Ze odhad IE zaloZeny na trénovaci mnoziné je vyssi.)
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Bootstrapové odhady informac¢ni entropie

Simulace odhadla IE ratingovych modeli s mensi trénovaci a validaéni mnozinou tako-
vymi hodnotami, které lezely v horni ¢asti konfiden¢niho intervalu vytvoireného metodou
bootstrapu. Podobny problém je patrny i z obrazku 25.

Linearni diskriminaéni analyza Logisticka regrese Neuronové sité

O.C=15
0.915

0.0|15

O.C=05

-]
)
q -
4
IE
> ik
1]
{1 H
1H
il

0.0|05

00|10
-
00|10
¥
-1
0.0|10
SR i SR
HI - 4

Tosgas

T T T T T T T T T T T T T T T T T
500 2500 7500 12500 500 1000 2500 5000 7500 500 2500 7500 12500

Obrazek 25: Rozdil mezi odhadem IE vypoctenym na zakladé celé valida¢ni mnoziny a pri-
mérem bootstrapovych odhadi stejné veli¢iny. (Kladné hodnoty znamenaji, Ze pramér
bootstrapovych odhadt IE je nizsi.)

Situace je déale komentovana v priloze A.2.

Delta metoda u logistické regrese

U mnoha obrazkt v této casti chybi vysledky pro ratingové modely vytvorené logistic-
kou regresi s pouzitim rozsahlejsi trénovaci mnoziny. P¥i¢inou je nasobeni ve vzorci (8).
Pro odvozeni rozptylu vah (nutného pro pouziti delta metody) je totiz nutné provadét
prilis naro¢né maticové operace.

Pokud by byla v téchto ptipadech delta metoda skute¢né nutna, mohlo by se postupovat
podobné jako u neuronovych siti. I v pripadé logistické regrese totiz lze vyuzit algoritmus
back-propagation.
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6 Zavér

Tato diplomova prace popsala tii rizné statistické metody pouzivané v bankovnictvi pro
klasifikaci a tvorbu ratingovych modelt. Podrobné rozebrala jejich principy a predpoklady.
Ukazala, co maji jednotlivé metody spolecného a ¢im se naopak lisi. Uvedla, jak se tyto
metody daji vyuzit k odhadovani pravdépodobnosti defaultu a ke klasifikaci.

Daéle se prace zaméfila na ratingové modely. Naznacila, jak se tyto modely vytvari
a kalibruji. Rozebrala, jak je mozné vznikly model zvalidovat. Vyuzila k tomu dvé riizna
kritéria - diskriminac¢ni schopnost modelu a informaci poskytovanou modelem. Odivodnila,
proc¢ je druhé kritérium casto nepresné.

Zavérem se prace zabyvala aplikaci teoretickych poznatkt. Popsala provedenou simu-
la¢ni studii. Uvedla i nékteré vysledky, které tato simulace pfinesla, véetné nékolika pro-
blémti, které by mohly byt dale feseny. Mezi né patii pfedevsim potiebné velikost datového
souboru a jeho rozdéleni na trénovaci a valida¢ni mnozinu. Bylo by také zajimavé prozkou-
mat, zda je mozné datovy soubor nedélit a ucinit vsechny potiebné zaveéry pouze na zakladé
trénovaci mnoziny.
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A Ptilohy

A.1 Data pro vizualizaci

Tato trénovaci mnozina obsahuje 330 pozorovani z normalnich rozdéleni s riznymi para-

metry. Polovina z 300 splacenych aveért ma stfedni hodnotu (82) a rozptyl <O'15 0 ) .

0 0.15
Varian¢ni matice se u druhé poloviny nelisi, stfedni hodnota je 8; . Defaulty maji roz-
0.1 0 Y 1. . ” 0.2 , 0.8
ptyl ( 0 0.1). Stredni hodnota je ve 25 pfipadech (0.8)’ ve zbylych 5 pak (0‘2).

Ztrata plynouci z chybného zarazeni do tfidy 0 je desetkrat vétsi nez ztrata plynouci
z chybného zarazeni do tiidy 1.

Na zakladé téchto dat neni v zadném pripadé mozné Cinit zavéry o popisovanych me-
todach. Parametry jsou totiz zvoleny tak, aby byla ilustrovana odliSnost neuronovych siti.
Pti jinych hodnotéch byl rozdil mezi linedrnimi metodami a neuronovymi sitémi zanedba-
telny.

A.2 Informacni entropie a metoda bootstrapu

Simulace odhalila problém tykajici se informac¢ni entropie. PTi nizsim poctu pozorovani
byly vysledkem metody bootstrapu podhodnocené odhady této statistiky.

Proto byla provedena nova simulace, ktera predpokladala, ze ivéry pochazeji z alterna-
tivnich rozdéleni s pravdépodobnostmi defaultu uvedenymi v tabulce 1. Pravdépodobnosti
prislusnosti k jednotlivym ratingovym t¥idam byly rovnomérné. Za této situace informacni
entropie vychazi 0.3449.

1 2 3 4 ) 6 7
0.5 0.1 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01

Tabulka 1: Pravdépodobnosti defaultu podle ratingu

Opakované (10000krat) bylo vygenerovano n uvéri a na zdkladé kazdého vybéru byla
odhadnuta informacni entropie. Primérné hodnoty obsahuje tabulka 2. Je vidét, ze odhady
jsou dostatecné presné az pfi poctu pozorovani v fadu desetitisicti.

100 200 500 1000 2000 5000 10000 20000
0.2973 0.3185 0.3341 0.3398 0.3425 0.3439 0.3443 0.3447

Tabulka 2: Praimérny odhad informacni entropie v zavislosti na po¢tu pozorovani

Problém vysvétluje tabulka 3. Pti pravdépodobnosti defaultu 0.01 je informacni ent-
ropie 0.080. Ale stredni hodnota odhadu zalozeného na péticlenném nahodném vybéru je
pouze 0.007. Za takovéto situace totiz existuje velka pravdépodobnost, Ze ve vybéru nebude
zadny default a informacni entropie bude nulova.
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Pravdépodobnost Odhad pravde- Odhad
jevu podobnosti defaultu informacni etropie
0 0.9509900499 0.0 0.00
1 0.0096059601 0.2 0.72
2 0.0000970299 0.4 0.97
3 0.0000009801 0.6 0.97
4 0.0000000099 0.8 0.72
5 0.0000000001 1.0 0.00

Tabulka 3: Odhad informacni entropie v zavislosti na poc¢tu defaulti

Podobné zavéry plati i pro odhad informac¢ni entropie vychazejici z valida¢ni mnoziny.
Nepresné mohou byt i dalsi statistiky zalozené na informacni entropii.

A.3 Implementace

Implementace se da rozdélit na dvé casti. K vypoctim je pouzit statisticky jazyk R
(http://www.r-project.org/). K prohlizeni vysledki slouzi webové rozhrani vytvotrené v ja-
zyce PHP (http://www.php.net/). Obé slozky vyuzivaji (pro praci s daty) databazovy
systém MySQL (http://www.mysql.com/).

Software uvedeny v pfedchozim odstavci existuje pro vice operac¢nich systému. Ale tes-
tovan byl pouze systém Linux. Navic jsou pro nékteré tkony vyuzivany jesté dalsi skripty
(pro shell a python), které v jinych systémech pravdépodobné fungovat nebudou.

Dale je potifeba upozornit, ze vsechny soubory jsou ulozeny v kédovani UTF-8. Pti po-
uziti jiné znakové sady (ISO-8859-2, windows-1250) jsou tedy slova s diakritikou necitelna.

Nejzajimavéjsi soubory se nachazeji v adresari run. Pfedev§im v ném jsou (velmi krétké)
skripty popsané v ¢asti 5. Prikladem muze byt soubor create-sample.R:

# Novy nahodny viybér.

data.set.id = 1 # identifikator datového souboru
description = ’Prvni n&hodny vybér’ # popis vybéru
parse.arguments(’data.set.id’, ’description’)

create.sample(data.set.id, description)

Podobnou strukturu maji i ostatni skripty. Nejdfive jsou zadany parametry (bud tpravou
souboru nebo z piikazové fadky) a pak je zavoldna funkce provadéjici vypocet. Ta muze
postupné vyuzivat velké mnozstvi funkci ulozenych v podadresarich adresafe run.

V souboru require.R se nachazi kéd spolecny pro vice skript. V prostiedi R tedy
lze pouzit piikaz source(’require.R’); source(’create-sample.R’); (misto fetézce
create-sample.R muZe byt ndzev nékterého z ostatnich skriptit). Jinou moznosti je vyuziti
shellovského programu run, jehoz parametrem je nazev skriptu (pfipadné dalsi parametry
jsou predény spusténému skriptu).
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Celou simulaci provadi programy run-all.py a compare-more.py (tim, Ze opako-
vané s riznymi parametry spousti skript run). VSechny t¥i programy (run, run-all.py
a compare-more.py) ofekavaji, Ze aktudlnim adresdfem je run.

Soubory tykajici se databaze se nachazi v adresafri database. Je zde napf. schema.xml
(popisujici schéma databéze), data.txt (obsahujici vystup generatoru portfolia avéri),
data2db.py (ukladajici vystup generatoru portfolia tvért do databéze) a simulation.sql
(obsahujici v8echna data vytvorend v priibéhu simulace).

Pro jednodussi vytvoreni webového rozhrani byl pouzit perzistentni framework Pro-
pel (http://propel.phpdb.org/, verze 1.0.x). Ten umoziiuje ze souboru popisujiciho schéma
databaze vygenerovat jak skript v jazyce SQL, tak i mnozstvi PHP t¥id vyrazné uleh-
¢ujicich praci s perzistentnimi objekty. Soubory potiebné pro tento tikol jsou v adresaii
persistence.

Webové rozhrani se nachazi v adresari web. Do podadresare images se ukladaji obrazky
vygenerované v pribéhu vypocétu. Soubory potfebné pro Propel (a soubory jim generované)
jsou v podadresafi persistence. Vlastni webové stranky jsou v podadresari view.

Pro ulehc¢eni nékterych castych tkont bylo vytvoreno nékolik shellovskych skripta
ulozenych v adresari bin. Skript persistence generuje soubory pro perzistenci. Skript
database pripravuje databazi. Skript restore uvadi databéazi a adresafe pro ukladani
obrazku do stavu, ve kterém je systém prazdny (neobsahuje zadny ratingovy model) a pfi-
praveny pro vypocty. Skript run spousti simulaci. VSechny skripty musi byt spoustény
primo v adresaii implementation.

Pro pripadné otestovani je potfeba provést tyto kroky:

1. Zkontrolovat, zda je v systému pritomen pozadovany software:
e R od verze 2.0.x, véetné balickit DBI a RMySQL,
e Apache od verze 2.0.x, véetné moduld mod_phpb a mod rewrite,

e MySQL od verze 4.1.x,
e Python od verze 2.3.x.

2. Vytvorit novou databazi.
3. Upravit soubory obsahuji nazev databaze, uzivatelské jméno a heslo:

e bin/database,

e bin/restore,

e bin/run,

e database/database.sql,

e persistence/persistence-properties.xml,

e run/utilities/get.connection.R.

4. Spustit skript bin/persistence.
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5. (Pro prohlizeni vysledkii simulace) zkopirovat obsah adresafe web do kofenového
adresare serveru a vlozit do databaze database/simulation.sql.

6. (Pro provadéni vipoctii) spustit skript bin/restore a udinit adresaf web kofenovym
adresarem serveru Apache.

A.4 Obsah prilozeného CD

Ptilozené CD obsahuje tii adresidfe - graphs, implementation a simulation. V ad-

vvvvvv

implementation obsahuje soubory blize popsané v piiloze A.3. V adresafi simulation
jsou skripty provadéjici simulaci z prilohy A.2.
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